Grundlagen zur Anwendung von
Zufallsvariablen in der
Signalverarbeitung



Wahrscheinlichkeiten

Werfen eines Wiurfels

Zufallsexperiment: Reales oder hypothetisches Experiment mit unvorhersehbarem Ergebnis
Ergebnismenge: Menge () aller moglichen Ergebnisse
Q={o o, G 8, 8, @}

Ereignis: Beschreibung eines bestimmten Ausgangs des Zufallsexperimentes

Ereignis Ereignismenge H
Gerade Augenzahl {O, B, B}
Augenzahl Drei {=@}

Augenzahl groler als Vier {B, @}




Wahrscheinlichkeit |

Definition der Wahrscheinlichkeit als MaR fir das Auftreten eines Ereignisses:
P("Ereignis") — [0, 1]
Berechnung der Wahrscheinlichkeit

Anzahl der Elemente in Ereignismenge  [H|

P("Ereienis") = o
("Ereignis”) Anzahl der Elemente in Ergebnismenge |2

Beispiele:
3
P("Gerade Augenzahl") = 6= 0.5

P("Augenzahl Drei") = %

P("Augenzahl groRer als Vier") = % — %



Wahrscheinlichkeit Il

Entspricht das Ereignis der Ergebnismenge gilt
P("Sicheres Ereignis") = 1
P("Werfen einer Zahl zwischen Eins und Sechs") = 6 =1
Kein gemeinsames Element von Ereignismenge und Ergebnismenge
P("Unmogliches Ereignis") = 0

P("Werfen einer Sieben") = — =0

SO

Gegenteiliges Ereignis
P("Gegenteiliges Ereignis") = P("Ereignis") = 1 — P("Ereignis")
1

P("Augenzahl kleiner gleich Vier") = 1 — P("Augenzahl groRer als Vier") = 1 — 3 = ;



Verbundereignisse

Gegeben sind zwei Ereignisse A und B.

Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten von B unter der Voraussetzung das A eintritt:

p(B|4) = 2BO04) ('PB(Z)A)

Beispiel:

P("Augenzahl groRer als Vier"|"Augenzahl gerade") =
_P{e.mn{s,sm) P{E) 1/6 1

P ({m, &, @}) - PH{@,m,m}) 3/6 3



Satz von Bayes

Umrechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(B|A) - P(4)

P(AIB) = == 5

Beispiel:
A = "Augenzahl gerade"

B = "Augenzahl grofier als Vier"

P(BlA) = ;

P("Augenzahl gerade" | "Augenzahl groRRer als Vier") = P(A|B) =

__ P(B|A)-P(A) 1/3-1/2 1
B P(B) T 1/3 2




Statistische Unabhangigkeit

Zwei Ereignisse gelten als statistisch unabhangig falls
P(ANnB)=P(A)-P(B)
Beispiel: Werfen zweier Wirfel W1 und Wy

Ereignis A: "W, zeigt eine Drei"

1

P(A) =~

(4) = 7
Ereignis B: "W, zeigt eine ungerade Zahl"

1

P(B) = -

(B) =

Verbundwahrscheinlichkeit:

1.3 1

pP(A)- P(B)

Ereignis A und Ereignis B sind voneinander stochastisch unabhdngig.



Zufallsvariablen

Beschreibung der Ergebnisse der Zufallsexperimente mit Zahlen

Analyse der Zufallsexperimente:
- Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
— Wahrscheinlichkeitsverteilung

- Momente von Zufallsvariablen

— Korrelationen zwischen mehreren Zufallsvariablen



Zufallsvariable

Zur Analyse von Zufallsexperimenten ist die Verwendung von Mengen unhandlich.
Verwendung einer Zufallsvariable X:
Jedem Element der Ergebnismenge (2 wird eine reelle Zahl X € IR zugeordnet.
Beispiel: Werfen eines Wiirfels
Anzahl der Augen des Wurfes entspricht der Zufallsvariablen X:

X e{1, 2, 3,4,5, 6}

Wahrscheinlichkeit einer Drei:

1
P(X =3)= -
(X =3)=
Wahrscheinlichkeit einer Funf oder Sechs:
2 1
PX>4)=-=—-

6 3



Wahrscheinlichkeitsdichte

Beschreibung aller Einzelwahrscheinlichkeiten Uber die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

fx(z) = ZP(X = z;)0(z — z;)

Beispiel: Werfen eines Wurfels

6 6
1 L1
Fx(z) = 265(1’—2) — EZ‘;(“’ — 1)
=1 =1

; A A A A A A
/[\
S
e

0

1 2 3 4 5} §

T —



Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Fur eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gilt immer

/ fx(x)dx =1

— 00

Eigenschaften

- Summe der Wahrscheinlichkeiten samtlicher Ereignisse muss Eins sein

- fx(z) >0



Wahrscheinlichkeitsverteilung

Definition der Wahrscheinlichkeitsverteilung
Fe(@) = [ fe)ae

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsverteilung:

T——00

lim Fx(z) =1

r— 00



Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Wurfelwurfes

—
1

O ol Wl NIk WIh oot
1 1 1 1 1




Berechnen von Wahrscheinlichkeiten mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Gegeben Wahrscheinlichkeitsverteilung Fx (z) einer Zufallsvariablen X
Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass Zufallsvariable X einen Wert x unterschreitet
P(X <z) = Fx(x)
Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass Zufallsvariable X einen Wert = Uberschreitet
P(X >z)=P(X <x)=1- Fx(z)
Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass Zufallsvariable X innerhalb zweier Grenzen x; und x, liegt

P(ZBl < X< 282) = Fx(ZL‘Q) — Fx(wl)



Kontinuierliche Zufallsvariable

Beispiel des Werfens eines Wurfels ist ein diskretes Zufallsexperiment:
Jedem Ergebnis Zufallsvariable X kann eine konkrete Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

X e{1, 2,3,4,5, 6}
Zufallsvariable X wird auch als diskrete Zufallsvariable bezeichnet. v
Beispiel: Drehen eines Gllicksrades ‘X/
Ergebnismenge:

X e{0...27}
Angeben von konkreten Einzelwahrscheinlichkeiten nicht moglich

P X=z)=0 Vxze{0...2n}




Wahrscheinlichkeitsdichte und -verteilung von kontinuierlichen Zufallsvariablen
Auch fiir kontinuierliche Zufallsvariable X lasse sich die

- Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx () mit [*°_ fx(z)dz =1

- Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion Fx (z) = [*_ fx(€)d¢

Beispiel Glucksrad: Gleichverteilung

fx(ﬂf) —
Fx(x) —

X — X —



Berechnen von Wahrscheinlichkeiten kontinuierlicher Zufallsvariablen

Beispiel Glicksrad: Unterteilung des Rades in verschiedene Segmente
Berechnung der Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Bereich zu treffen

Beispiel Gliicksrad: Treffen des Bereiches zwischen 7 /2 und 3 /4w




Erwartungswert

Erwartungswert ist der im Mittel zu erwartende Wert der Zufallsvariable X

+oo

E{X}=pux = / z - fx(x)dz

—00

Vereinfachte Berechnung des Erwarungswertes bei diskreten Zufallsvariable (wie z.B. Wirfelwurf)

E{X}=pux = Zaz . P(X = ;)

Wiirfel-Beispiel:

1 1 1 1
B{X} =1 +2 43 +d-¢



Momente von Zufallsvariablen

Fur eine Zufallsvariable X lasst sich allgemein das n-te Moment berechnen (n ganzzahlig und positiv)

+00

m{) = B{X"} = /:c" fx(z)dz

— 00

Das 1. Moment entspricht dem Mittelwert

+o00
mg?:E{X}: / z- fx(z)de

Weiterhin lasst sich das n-te zentrale Moment berechnen

—+00

,ug?) = E{(X —mg-))n} = / (ac —mg))n - fx(z) de

— 00



Varianz und Standardabweichung

Varianz als MalR fur die Streuung der Wahrscheinlichkeitsdichte (zweites zentrales Moment)

B{X -~ i)'t =0k = [ (@ un)? fxl@)de =

Fur eine diskrete Zufallsvariable (wie im Wirfel-Beispiel) kann Varianz auch wie folgt berechnet werden:

E{(X —px)’} =0% = ) (2 — ux)* - P(X = ;)

1

Wiirfel-Beispiel:

1 —3.5)2 2 — 3.5)2 3—-3.5)2 (4—3.5)2 5—3.5)2 6 —3.5)2% 175
g (o800 @352 B-357, (o357, (o357, (6-38 115, ,,

Standardabweichung (haufige Anwendung in der Statistik)

ox = VE{(X — ux)*}




Erwartungswert und Varianz einer kontinuierlichen Zufallsvariable

Erwartungswert: ux = E{X} = [ z- fx(z)dz

Varianz: o4 = E{(X — ux)?} = _}O(w —ux)? - fx(z)dz

Beispiel Gliicksrad:

2m

1 1 [2277 1 [(27)?
MX:/:L'-—dw:— il G- (2m) —0) =
21 2w | 2 ], 27 2




Beispiel: Gaulverteilung

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

0.4
1 _(ffrﬂtz_))()2
fx(z) = e Tx 03
2%0%
\/ 4
= 0.2

fx(

Verteilungsfunktion:

0.1
1 T — Ux
Fx(w)—§ (1—|—erf<\/ﬂ>> »

1.00-
Fehlerfunktion (Error-Function)
0.75-
2 [ o T
flz)= 2 [ e €4 B 150
erf(x) - / e > d¢ 2050
0
0.25-
0.00




Verbundwahrscheinlichkeit

Beschreibung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte von zwei Zufallsvariablen X und Y

fXY(m,y)

Berechnung der Verbundverteilungsfunktion

Fxy(z,y) = / /fxy(é,v)dﬁdv

—00 —O0

Berechnung der Randdichten allgemein flir kontinuierliche Zufallsvariablen bei gegebener Dichte fxy (z, y)

fx(z) = /ny(:B,y)dy

“+00

Fr(y) = / Frv(@,y) de

—0o0



Verbundwahrscheinlichkeiten von zwei Wiirfeln |
Werfen zweier Wiirfel: Zufallsvariablen X und Y

1. Wiirfel hat auf einer Seite 1 Auge, auf drei Seiten zwei Augen und auf zwei Seiten drei Augen

-P(X=1)=}
-P(X=2)=4 .
-P(X=3)=3

2. Wurfel hat auf vier Seiten 1 Auge und auf zwei Seiten zwei Augen

-P(Y=1)=

wino

- P(Y =2) =

Ol =
[ J




Verbundwahrscheinlichkeiten von zwei Wirfeln Il

Berechnen der Verbundwahrscheinlichkeiten P(X = zNY =y)

2—6 2 1) 3 ©
T
>

107 e o

] 2 3

Tr —
L O
] 2 3

Hier: X und Y statistisch unabhangig:
PX=znNY=y)=PX=1z)-PY =y)
Allgemein fur kontinuierliche Zufallsvariablen:

fxy(z,y) = fx(z) - fr(y)

P —



Verbundwahrscheinlichkeiten von einem Wiirfel mit zwei Attributen

Zufallsvariable X: Anzahl der Augen des Wiirfels

ZufallsvariableY:rot =Y =1 blau=Y =2 grim =Y =3

31 @ | 3
@1

1 2 3 4 5 6

xr —
1 2 3 4 5 6




Rechnen mit Erwartungswerten |

Skalierung einer Zufallsvariable mit konstantem Faktor a

+o00 +o00

E{a- X} = /a-a:-fX(x)da::a- /:Jc-fX(a:)da::a-E{X}

—00 —00

Addition zweier beliebiger Zufallsvariablen X und Y

E{X +Y}= /7O(w+y)-fxy(w,y)dwdy— ]]Ow-fxy(w,y)dwdw ]]Oy-fxy(w,y) dzdy =

+00 +00 +o0 +oo
— /:v /fXY(:c,y)dydm—l— /y /fXY(:c,y)da:dyZ

“+00 “+00

= [ o fx@det [y fr)dy =B} +BEY)

—00 —0o0



Rechnen mit Erwartungswerten Il

Wichtige Eigenschaft des Erwartungswertoperators:

Damit ist der Erwartungswertoperator ein linearer Operator

E{a- X} =0a E{X}

E{X +Y} = E{X} + E{Y}




Kovarianz und Korrelation

Ermittlung des linearen Zusammenhanges zweier Zufallsvariablen X und Y mittels Kovarianz

Cxy =E{(X —px) - (Y —py)} =E{XY =Y - px — X - py + pxpv} = E{XY} — pxpy
Kovarianz liegt im Bereich

—oxoy < Cxy < oxoy
Falls Cxy = 0 gilt werden X und Y als unkorreliert bezeichnet

Korrelationskoeffizient: Normierung der Kovarianz auf Standardabweichung

mit —1<ecxy <+1

CXy —
Ox0y

Kovarianz und Korrelationskoeffizient geben ein MaR fiir den linearen Zusammenhang der

Zufallsvariablen an. Je grof3er der Wert desto gréRer der Zusammenhang.



Statistisch unabhangige und orthogonale Zufallsvariablen
Falls X und Y statistisch unabhangig:
E{X  -Y} =E{X} -E{Y}
Statistisch unabhangige Zufallsvariablen sind unkorreliert,d.h. Cxy =0
Vorsicht: Unkorrelierte Zufallsvariablen sind nicht automatisch statistisch unabhangig

Zwei Zufallsvariablen X und Y werden als orthogonal bezeichnet falls

- X und Y statistisch unabhangig sind

— zumindest eine der beiden Zufallsvariablen mittelwertfrei ist, d.h. ux = 0 oder uy = 0

Fur orthogonale Zufallsvariablen X und Y gilt
E{X-Y}=0



Zufallsexperimente

Zufallsexperiment

— Reales (oder hypothetisches) Experiment mit unvorhersebarem Ergebnis
- Alle moglichen Ergebnisse sind vorab bekannt

- Ergenis jedes individuellen Experiments ist nicht verhersehbar

N-fache Wiederholung eines Experimentes ergibt IV konkrete Zufallszahlen
X =[X1, X0, X3, ..., Xn]=[X)] X;eQ
Beispiel: 10-faches Werfen eines Wurfels

X=1[1,261,2 4,2 2 1, 4]



Schwache Gesetz der groRen Zahlen

Eine direkte Messung von Wahrscheinlichkeiten ist nicht moglich.
Eine messbhare Grolte mit den gleichen Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit ist die relative Haufigkeit.

Hierflr wird das Zufallsexperiment IV-fach wiederholt und die Zahl nx des Auftretens der Zufallsvariable X =
x bestimmt.

Die relative Haufigkeit ergibt sich aus

n
hy(z) =

Schwache Gesetz der Gro3en Zahlen: Bei hinreichend hoher Zahl N an Wiederholungen strebt relative
Haufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit

lim hx(z) = P(X = z)

N—oo



Beispiel: Berechnung der Wahrscheinlichkeit beim Wurfelwurf

Beispiel: 10-faches Werfen eines Wurfels

hx(2) = 5 = 04 # P(X=2) = } = 0,1666

hx(4) = & = 02 # P(X=4) = { = 0,1666
Beispiel: 100-faches Werfen eines Wirfels

hx(2) = 017 # P(X=2) = i =~ 0,1666

hx(4) = 019 # P(X=4) = ; =~ 0,1666

Je groRRer die Anzahl NV an Wiederholungen des Zufallsexperimentes, desto naher liegt die relative Haufigkeit
an der Wahrscheinlichkeit.



Histogramm

Gegeben: Ergebnisse X = [ X;] eines konkreten Zufallsexperimentes

Histogramm:

— Definition von Intervallen (Bins)

- Bestimmung der Anzahl der Ergebnisse X in den jeweiligen Intervallen

N =10
B}

0.5 15 25 35 45 5.5 6.5
Tr —



Histogramm vs. Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Normierung des Histogramms auf relative Haufigkeiten
Fir N — oo nahert sich das Histogramm der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

N = 1000




Berechnung von Mittelwert und Varianz von konkreten Zufallsexperimenten

Falls statistische Eigenschaften des Zufallsprozesses bekannt berechnen sich Mittelwert und Varianz durch

+00 o0
px= [ e fr@de o= [ (@) fxla)de

Bei konkreten Zufallsexperimenten lassen sich nur Schatzwerte ermitteln

1 N
ﬂX:N;Xi

1 1 1 i
52 = = N(X, — i) = —— X, ——SN'Xx

Falls Mittelwert px bekannt (z.B. falls X sicher mittelwertfrei) ist ein besserer Schatzwert flr die Varianz

N

o 1
0% = 5 D (Xi— px)’
=1



Vergleich zwischen Wahrscheinlichkeiten und Zufallsexperimenten

Rechnen mit Zufallsvariablen

Rechnen mit relativen Haufigkeiten

T2
P(X = x) bzw. f:z:l fx(x)dx = F(x2) — F(x1) hx(z) = 5
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Histogramm

0.4 1 0.4

0.3 1 0.3
T T
té().Q‘ é().?‘

0.11 0.1+

0.0 T 0.0 -

—5 —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5




Beispiel: Berechnung von Mittelwert und Varianz beim Wiurfelwurf

Beispiel: 10-faches Werfen eines Wurfels

,&'X — 1+2+6+1+2i|(—)4+2+2+1+4 — 925 ?é Ux = 3.5
2 2 2
pr (282968 agy L g2 15 ngg

Beispiel: 100-faches Werfen eines Wirfels

fx = 3+1;-0%+. . = 347 — ux = 3.5
2 2 2
6_3( _ (3-347) +(1—136.§z)1 +(4-8.47)°...  _ 206 _» ag{ ~ 92.92

Je groler die Anzahl N an Wiederholungen des Zufallsexperimentes, desto besser sind die Schatzwerte fur
Mittelwert und Varianz.



Berechnung der Korrelation zwischen zwei Zufallsexperimenten

Berechnung des Korrelationskoeffizienten zweier Zufallsvariablen X und Y

xy — CXY E{(X —px) - (Y —py)}  E{XY}—pxpy
VoXoY VoXoY VoXoY

Berechnung eines Schatzwertes fur konkrete Zufallsexperimente

N A A
s 1 (Xi — fix) - (Yi — fiv)
Cxy =

— [ A2 A2
N 1 =1 UXUY




Simulation von Zufallsexperimenten in Matlab

Gauld-verteilte Zufallsvariablen
>> help randn
randn Normally distributed pseudorandom numbers.

R = randn (N) returns an N-by-N matrix containing pseudorandom values drawn from the

standard normal distribution.
randn () liefert Gaussverteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert ux = 0 und Varianz o5 = 1
Transformation der Zufallsvariable auf beliebige Werte fir Mittelwert und Varianz, z.B. ux = 1.5 und 0% = 2:

>> sqgrt(2) * randn(l, 1000) + 1.5



Pseudozufallszahlen

Berechnung von Zufallszahlen im Rechner (z.B. mit Matlab) in der Regel nicht zufallig sondern mittels
Algorithmus

Eine MoOglichkeit zur Berechnung von Pseudozufallszahlen: Riickgekoppeltes Schieberegister

[\ Lo\ ANNAN

NS N/ ARV

- > X

Nach zentralem Grenzwertsatz ist Zufallsvariable X naherungsweise GauR-verteilt

Zustande z1, 22, ..., zy definieren Sequenz an Zufallsvariablen



Verwendung von Pseudozufallszahlen in Matlab

- Befehl rand () liefertimmer neue Zufallszahlen

- In manchen Situationen ist es notwendig immer die gleiche Sequenz an Zufallsvariablen zu verwenden

Beeinflussung der Sequenz an Zufallsvariablen mittels sogenannten Seed
Festlegung des Seeds in Matlab Uber rng ()

Beispiel:

>> rng (32168)

>> randn(1l,10)

ans =

-0.94060 -0.60412 -0.6984 0.1844 1.7311 1.2937 1.7639 0.9946 -0.6087 -2.1481



Weitere Zufallsgeneratoren in Matlab

Gleichverteilung im Intervall [0, 1]

>> help rand

rand Uniformly distributed pseudorandom numbers.

Zufallige ganze Zahlen (Radom Integers)

>> help randi

randi Pseudorandom integers from a uniform discrete distribution.
Zufallige Permutationen einer Sequenz (Mischen)

>> help randperm

randperm Random permutation.



Erstellung von Histogrammen in Matlab

histogram (X) erstellt ein Figure mit dem Histogramm einer Zufallsvariablen x

[N, EDGES] = histcounts (X) gibt die Haufigkeit N an, mit der die Zufallsvariablen x innerhalb
verschiedener Bereiche (Rander EDGES) auftreten

Weitere Konfiguration moglich durch

— Definition der Bereiche (BINS)

- Normalisierung (z.B. Anzahl, Wahrscheinlichkeitsdichte, Wahrscheinlichkeitsverteilung, etc.)
- etc.

Gegeben: Vektor an Einzelwahrscheinlichkeiten p

Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung mittels

>> cumsum (P)



Zufallsprozesse

Zufallsprozess

Zufallsvariable: Jedem Ergebnis eines Zufallsexperimentes wird eine Zahl x; zugeordnet.

Zufallsprozess: Jedem Ergebnis eines Zufallsexperimentes wird eine Zeitfunktion z;(t) zugeordnet.

t—

Beschreibung des Zufallsprozesses mittels der Funktion X (5, t) mit Zufallsvariable n

Fur jedes konkrete Ergebnis n;: Zuweisung einer konkreten Zeitfunktion X (n;,t) = X;(¢).



Zufallsprozess, Zufallsvariable, Musterfunktion und Variable

1. nund t variabel: X (n, t) beschreibt Zufallsprozess bzw. Schar von Musterfunktionen
2. m variabel, t fest: X (n, ty) ist Zufallsvariable
3. nfest, t variabel: X (n;,t) = x;(t) ist Musterfunktion (deterministische Funktion)

4. nund t fest: X (m;, t) = z;(to) ist gewdhnlicher Zahlenwert

Zufallsprozess
X(n,1)

—

Zufallsvariable Musterfunktion
X(n, to) X(mi,t)

Zahlenwert
X (ni,to)




4 Realisierungen eines Zufallsprozesses

$4(t) —

CUg(t) —

CL’Q(t) —

.I‘l(t) —

t—




Musterfunktion

ro(t) =  x3(t) = wy(t) —

$1<t) —
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Zufallsvariable
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Zahlenwert

To(t) =  x3(t) = ay(t) —

xl(t) —
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Diskussion

— Die Betrachtung von Zufallsprozessen berlicksichtigt zwei Dimensionen:

1. Musterfunktionen

2. Zeit
— Zeitliche Betrachtung ermoglicht zusatzlich die Analyse im Frequenzbereich mittels Fourier-Transformation
- Im Folgenden werden Anwendungen betrachtet bei denen die zeitliche Dimension keine Rolle spielt

— Diese Anwendungen lassen sich unverandert auf Zufallsprozesse anwenden



Summe von Zufallsvariablen

Summe von Zufallsvariablen

Gegeben: Zwei Zufallsvariablen X und Y
Abbildungauf Z =X +Y

Falls X und Y statistisch unabhangig, d.h. fxy(z,y) = fx(z) - fr(y):

fz(z) = /OofXY(fEaz—x)dl': ]Ofx(w)'fY(Z—x)dw

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Z entspricht der Faltung der jeweiligen Funktionen von X und Y

fz(2) = fx(2) * fr(2)



Beispiel: Addition zweier gleichverteitler Zufallsvariablen

Gegeben: zwei Zufallsvariablen X und Y mit fx(z) = w und fy (y) = w

Berechnung der Summe Z mit fz(z) = fx(z) * fr(z)

fx(z) —

[ N N I N
1 1

xr —

fr(y) —

(G RN [ N [
1 1

fz(2) =

z —



Zentraler Grenzwertsatz

N-fache Uberlagerung von Zufallsvariablen
Y=X+Xo+X3+...+Xxn
Fir N — oo nahert sich Y einer normalverteilten Zufallsvariable.

Sonderfall: Normierte Summe von Zufallsvariablen mit E{X;} = px und E{(X; — px)?} = o% furalle:

O Xi+ X+ X34 ...+ Xy
B N

Zufallsvariable Y ist Gauld-verteilt

Y

1 (:v*u%/)
fY (y) o 2 . e 2JY
A/ 27T0'Y

mitpy = N-uxundoy = N - 0%




Zentraler Grenzwertsatz am Beispiel eines Wurfels

N =12

0.071
0.06
0.05
T 0.041
2003
0.02 -

0.01 +

0.00 I I I I I I I I I I I I I I I I I I I I
1214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72

Yy —



Anwendungsbeispiel: Tiefpassfilter 1. Ordnung
Tiefpassfilterung eines gleichverteilten Eingangsprozesses X (t) mit zeitdiskreten FIR-Filter 1. Ordnung

X(t) —»| A/D
A/D —» v
0.5 0.5
0.4 041
0.3 403
& =
<02 <02
0.1 0.1
0.0 T 0.0 :
4 2 0 2 A 4 ) 0 2 A
T — y —



Anwendungsbeispiel: Tiefpassfilter 5. Ordnung

Tiefpassfilterung eines gleichverteilten Eingangsprozesses X (t) mit zeitdiskreten FIR-Filter 5. Ordnung

X(t) —>»| A/D

A/D —» Y(t)
0.5 0.5
0.4 0.4
403 403
& =
<02 <2
0.11 0.1
0.0 0.0
—4 -2 0 2 4 —4 —2 0 2 4




Anwendungsbeispiel: Tiefpassfilter 100. Ordnung

Tiefpassfilterung eines gleichverteilten Eingangsprozesses X (t) mit zeitdiskreten FIR-Filter 100. Ordnung

X(t) —>»| A/D

A/D —» Y(¢t)

0.5 0.5
041 04
4 0.3 403
& =
<021 <02
0.11 0.1
0.0 0.0
4 2 0 2 A 4 ) 0 2 A

T = y —



Anwendungsbeispiel: Butterworth Filter 1. Ordnung

Tiefpassfilterung eines gleichverteilten Eingangsprozesses X (t) mit Filter 1. Ordnung

X(t) 1/aq >/
A\ 4 A\ 4
b() bl
Y(t)
0.5 0.5
0.4 1 0.4
403 403
= )
L2 <02
0.1 1 0.1
0.0 - 0.0 - -
4 i) 0 2 A 4 ) 0
T — y —




Abbildung von Zufallsvariablen

Gegeben eine Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeitsdichte fx (z)

Erzeugen einer neuen Zufallsvariablen mittels beliebiger Abbildung

Y = g(X)

\

X —» 9(X) ——>

|
Aufgabe: Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von fy (y)




Beispiel: Abbildung einer Gleichverteilung mit linearer Funktion |

Gegeben: Gleichverteilte Zufallsvariable X im Bereichz = 1,...,5
Lineare Abbildung mittels Funktion
Y=g(X)=2-2z+1

fx (x) fr ()
A \

| =
S| =

| =
| =

»
Ll

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 =z -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 y

v



Beispiel: Abbildung einer Gleichverteilung mit linearer Funktion Il

Wahrscheinlichkeit fir X im Intervall der Breite Ax: g, 2o + Ax]

zo+Az
Plzg < X <xp+ Az) = / fx(z)dz tt

12
T
0 11

Gleiche Wahrscheinlichkeit der Zufallsvariable Y 1

Yo+Ay
P(yo <Y<yo+Ay)=/ fr(y) dy

Yo

mit

Yo = g(o)
y0+Ay:g(x0+Aa;) < / 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 "z

fX (1:) A

[ [ «w > o

fr(®)

v



Abbildung einer beliebigen Verteilung mit linearer Funktion |

Gegeben: Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx ()
Abbildungsvorschrift: Y = g(X) =a - X + bmita > 0

Ubergang der Betrachtung zu einem infinitessimal kleinen Interval Az — dx

|
Plzg < X <zy+dx) = fx(xg)-dz = Py <Y <yo+dy) = fr(y)-dy
Da Beginn des Intervalls g bzw. y, beliebig gilt
fx(z)-dz = fr(y) - dy
Damit gilt fur die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der transformierte Zufallsvariable Y

dz _ fx(z) _ fx(z)

dy & g()

fr(y) = fx(z) -

Achtung: Fir a < 0 ware fy(y) < 0 und keine glltige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion!



Beispiel: Abbildung mit einer linearen Funktion mit negativer Steigung

Y

Lineare Abbildung mittels Funktion P

12

Y=9gX)=-2-z+12 "

10

Vertauschen der Intervallgrenzen von fy (y)

Damit gilt fir die Wahrscheinlichkeiten der beiden Intervalle

P(zg < X <z +Az) = P(yo + Ay <Y < yo)

= (& w [ ot [«

Durch die negative Steigung gilt flr die Intervallbreite bei Y

fr(y)

A

Ay<0 T3 2 5 6 7 8 9 10 1L 12 e

Fx(x) A

v



Abbildung einer beliebigen Verteilung mit linearer Funktion Il

Gegeben: Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx ()

Abbildungsvorschrift: Y = g(X) =a- X + bmita <0

Ubergang der Betrachtung zu einem infinitessimal kleinen Interval Az — dx

!
Plx<X <z+dr)=fx(z)-dz = Py+dy<Y <y)=fr(y) (-dy)=fr(y)-|dy|
Damit gilt fur die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der transformierte Zufallsvariable Y

dz _ fx(z)  fx(=)

fr(y) = fx(z)- dyl — [a|  |g'(=)]

Durch Anwendung des Betrages gilt dieser Zusammenhang allgemein Va € IR



Allgemeiner Zusammenhang der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Die Uberlegungen lassen sich auf auf beliebige Funktionen Y = g(X) erweitern

Voraussetzung: g(x) ist streng monoton (injektiv) iiber dem Definitionsbereich

Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Y

_ fx(=)
g’ ()]

Falls g(x) nicht streng monoton

fr(y)

- Anwendung der gleichen Uberlegungen ebenfalls moglich

- Berucksichtigung Mehrdeutigkeiten der Zufallsvariablen X bei Betrachtung eines Intervalls von Y



Einfluss einer Abbildung durch lineare Funktion auf Erwartungswert und Varianz |

Gegeben: Zufallsvariable X mit beliebiger Verteilung fx (z) und Mittelwert ux und Varianz o%

Abbildung auf neue Zufallsvariable Y mit linearer Funktion (z.B. Verstarkerkennlinie mit Offset)

Y=¢g(X)=a-X+0b mit a>0

Mittelwert der neuen Zufallsvariablen

py =E{Y} = 703/ fr(y)dy = 709(93) - fXd_E,x) dy = 709(93) fx(z)dz =
= 70(a-x—|—b) - fx(z)dz =a- 70033 - fx(z)dx +b- 7oofX(a:)dx =



Einfluss einer Abbildung durch lineare Funktion auf Erwartungswert und Varianz Il

Varianz der neuen Zufallsvariablen

2 2 i 2 T 2 fx(z)
{(Y —py)*} é(y py)” - fr(y) dy 4(9()#) % y
— /(a-w—l—b—a-,uX—b)z-fX(w)dw:a2- /(:c—,ux)z-fx(ac)da::

Offset b hat keinen Einfluss auf die Varianz

Varianz skaliert mit quadratischem Verstarkungsfaktor



Umrechnung verschiedener Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Nicht flir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung existiert ein Zufallszahlengenerator (z.B. in Matlab).
Gegeben: Zwei Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fx (z) und fy(y)
Hierfiir lasst sich allgemein eine Abbildung Y = g(X) bestimmen mit

Fy(g9(z)) = Fx(z)

Somit lassen sich ausgehend von einem Zufallsgenerator beliebig verteilte Zufallszahlen generieren.



Umrechnung einer gleichverteilten Zufallsvariablen in eine Gau3-verteilte
Beispiel: Umrechnung einer gleichverteilten Zufallsvariablen X in eine Gaul-verteilte Zufallsvariable Y
Gegeben: Wahrscheinlichkeitsverteilungen fur X und Y

3
Fy(y) = % (1 +erf (%))

Gesucht: Umrechnung fir Y = g(X)



Matlab Beispiel: Umrechnung einer Gleichverteilung in eine Gau3-Verteilung

N
X
Y

10000;
2*rand (1, N)-1;
sqgqrt (2) *erfinv (X) ;

figure(l), clf
histogram(Y, 'Normalization',

hold on

y = linspace (-6, 6, 100);

fY = @(x) 1/sgrt(2*pi)

plot (y,

text (-5,

'pdf ")

fY(y), 'r', 'LinewWidth', 2)

0.4, sprintf('mean(Y)

= %$6.4f\n var (Y)

* exp(-x.72/2);

$6.4f", mean(Y), var(Y)),

'FontName',

'Monospaced',

'FontWeight',

0.45

0.4

0.35 -

025 -

02~

0.15 -

0.1 -

0.05 -

mean (Y)
var (Y)

'bold")



Schatztheorie

Wichtige Aufgabe der Systemtheorie: Schatzen von Signalen bzw. Signal- oder Systemparametern
Schatzung beruht meist auf mathematischer Vorschrift bzw. Algorithmus

Algorithmus kann auch die Anwendung von LTI-Systemen sein (vgl. Wiener- oder Kalman-Filter)

Zunachst werden Schatzwerte der Parameter von Zufallsvariablen betrachtet

— Mittelwert
- Varianz

- Korrelation



Aufgabenstellung der Schatztheorie

Gegeben ist ein System dessen Eigenschaften durch Parameter definiert werden.

Das System bildet eine oder mehrere Variablen am Eingang auf eine oder mehrere Variablen am Ausgang ab.

Die Variable am Ausgang wird auch als Beobachtung bezeichnet.

Parameter

l

Eingagng —» System ——» Ausgang

Im Folgenden werden die Eingangsgrolten und Parameter zu einem Vektor § zusammengefasst.

Dieser Vektor @ ist deterministisch und keine Zufallsvariable.

Aufgabe: Finden eines Schatzwertes 8 durch Beobachtung der Variablen am Ausgang.



System und Schatzer

Parameter
0 System —> X —> Schatzer ——» 0
Eingénge Beobachtung Schatzwert

Vektor 0 ist deterministische Grole
Beobachtungsvektor X ist eine Zufallsvariable
Schétzer beschreibt einen Algorithmus oder eine Rechenvorschrift, um aus X einen Schatzwert  zu erhalten.

Hinweis: Haufig wird nicht zwischen Eingangen und Parametern unterschieden und der Vektor 8 wird nur als
Parametervektor bezeichnet.



Entwurfskriterium fiir einen Schatzer

Aufgabe des Schatzers ist es einen moglichst guten Schatzwert 6 zu finden.

Was bedeutet dabei ein méglichst guter Schatzwert?

Von Interesse ist vor allem der Fehler zwischen Parameter 6 und Schatzwert 6
e=60-10

Haufig wird als Entwurfskriterium der mittlere quadratische Fehler (engl. mean squared error MSE) verwendet
MSE = E{e"-e} = E{(H 9T (9 é)}

Ziel ist es naturlich den MSE zu minimieren.

Damit lasst sich der Entwurf des Schatzers als Optimierungskriterium formulieren

MSE — min

Dieses Kriterium wird als als minimum mean squared error (MMSE) bezeichnet.



Bewertungskriterien flir einen Schatzer
Die Aussagekraft der Schatzwerte eines Schatzers lasst sich anhand folgender Bewertungskriterien ermitteln
— Erwartungswert der Schatzwerte
B{}
- Systematischer Fehler (engl. bias)
B{0-0} =g{o} o
- Kovarianz der Schatzung

Cis = B{ (0 ~E{0}) - (6 - E{6})" |

Der Schatzer ist besser je kleiner der systematische Fehler und die Kovarianz (d.h. Streuung) der Schatzung



Eigenschaften von Schatzern
Mit Hilfe der Bewertungskriterien fiir Schatzer lassen sich auch gewisse Eigenschaften formulieren

- Erwartungstreuer Schatzer (engl. unbiased estimator)

B{0} =0
- Asymptotisch erwartungstreuer Schatzer (engl. asymptotically unbiased estimator)

lim E{é} =0 N Anzahl der Datenpunkte

N—o0

- Konsistenter Schatzer (engl. consistent estimator): A}im P(6—6] >¢€) =0
—00

- Effizienter Schéatzer (engl. efficient estimator): Cj.5. = min Cy,
o



Zwei Beispiele: Berechnung von Mittelwert und Varianz eines Zufallsexperimentes
Beispiel fur einen Schatzer: Berechnung der Eigenschaften (Parameter) eines konkreten Zufallsexperimentes

— Mittelwert px

i 2
- Varianz o

Zufallsprozess

mit Mittelwert l

M X System va X=[Xy,...,.X4...] ——» Schatzer —> iy

Beobachtung Schéatzwert

Zufallsprozess

mit Varianz

o System L————b X=[X,...,X;,...] Schatzer — 52

Beobachtung Schatzwert



Arithmetischer Mittelwert als Schatzwert fiir den Mittelwert einer Zufallsvariablen

Gegeben: N Ergebnisse X; eines Zufallsexperimentes mit unbekannten statistischen Eigenschaften
Gesucht: Schatzwert fur den Erwartungswert jix

Ansatz: Arithmetischer Mittelwert als Schatzer

Analyse des mittleren Schatzwertes

1 & 1 [& 1 & 1 &
E{/:LX}:E{N;Xi}—NE{;Xi}—N;E{Xi}_N;NX—NX

Damit ist der arithmetische Mittelwert ein erwartungstreuer Schatzwert fiur den Mittelwert einer
Zufallsvariablen.



Schatzwert flir die Varianz einer Zufallsvariablen |

Gegeben: N Ergebnisse X; eines Zufallsexperimentes mit unbekannten statistischen Eigenschaften
Gesucht: Schatzwert fiir die Varianz 6%

Ansatz: Arithmetischer Mittelwert der quadratischen Abweichung vom Schatzwert jix des Mittelwertes

N N
=1

N 2
6?:%Z(Xi_ﬂX)2:%z(Xi_%;Xk)

i=1 i
(Hinweis: Wir bezeichnen den Schatzer zunéchst als 632, da wir spater noch einen besseren Ansatz finden)

Diskussion:

- Spoiler: Dieser Ansatz ist leider nicht optimal im Sinne der Erwartungstreue
- Trotzdem wird der Ansatz haufig verwendet

— Falls Mittelwert ux bekannt (z.B. falls Zufallsvariable mittelwertfrei) ist der Ansatz wieder korrekt



Schatzwert fuir die Varianz einer Zufallsvariablen Il

Betrachtung des mittleren Schatzwertes der Varianz

;N N N 2
- 2__ [—
_N;E X; NXZ;Xk+<N;Xk>

1 o »y 2 al 1w :
:N; E{Xi}—NE{Xi;Xk}JrE (N;Xk>

Im Folgenden werden die drei Summanden innerhalb der Summe > einzeln betrachtet.



Zwischenrechnung 1: Auswertung der drei Erwartungswerte innerhalb der Summe

Fur die Varianz der Zufallsvariablen gilt:
oy = B{(X —ux)’} = B{X? - 2Xpux + % } = B{X?} — 2E{X} po + px =
=E{X"} — 21, + px = B{X"} — pix
Damit ergibt sich flir den Erwartungswert der quadrierten Zufallsvariablen:

E{X?} = E{X?} = 0% + ik



Zwischenrechnung 2: Auswertung der drei Erwartungswerte innerhalb der Summe

E{Xiixk} = E{iX : Xk} = iE{Xi - X}
k=1 k=1 k=1

Fur k = ¢ ergibt sich die Varianz der quadrierten Zufallsvariable:
B{X; X} = E{X]} = 0% + uXk

Da X;, X} stochastisch unabhangig fur k £ i:
BE{X; - X}} = B{Xi} - E{X:} = pXk

Somit ergibt sich flir den Erwartungswert

N
E{Xizxk}—a§(+u§(+(N—1)-u§(=a§c+N-u§(
k=1



Zwischenrechnung 3: Auswertung der drei Erwartungswerte innerhalb der Summe

2
N
1 1
(NZXk> vz (K1t X+ X+ ot Xy) =
k=1

= N2 (Xl + X1 X+ X1X3 + .+X1XN+X2X1+X22+X2X3+...+X]2v)

N N
:%<X12XJ~—|—X22XJ-—I— —|—XNZX> N2ZZXkX
j=1 j=1

j=1 k=1 j=1

Da X}, X stochastisch unabhangig far k # j:

E{%ZZXI%XJ} = %ZZE{Xka}: % (N-(o% +ux)+N-(N-1)-p%) =

k=1 j=1 k=1 j=1

2

(Nok + Nux) = 5 + 1%

- N2 N



Schatzwert flir die Varianz einer Zufallsvariablen llI

Mit Hilfe der drei Zwischenergebnisse folgt flir den Schatzwert der Varianz

N
1 2 o>
B{ox} =+ E:(0§(+u§(_ﬁ(0§(+N'H%()+WX+N§(>:

1 202 o2
= (k- T g T ) -
2 1
:0'3( (1_N+N>_
s N —2+41
:o‘X- N o
N -1



Schatzwert flir die Varianz einer Zufallsvariablen IV

N -1 1
o(02) ot 2t ok (1)

Diskussion:
— Der hier verwendete Schatzwert ist offensichtlich nicht erwartungstreu

— Es tritt ein systematischer Fehler auf

1
E{ }2} —O'X = —NJ§(

— Der Schatzwert ist aber asymptotisch erwartungstreu, da

lim E{6 2}— lim 0% - (1—%)203(—

N—o0 N—oo



Verbesserung des Schatzwertes fur die Varianz einer Zufallsvariablen

Beseitigung es systematischen Fehlers durch Multiplikation mit N /(N — 1)

Damit ergibt sich ein verbesserter Schatzwert

. N ., .
E{Ugc}ZE{N_l'Ux?}:N_l'E{UX}ZN_l'UgrN=0§c

Damit ist dieser Schatzer erwartungstreu!



Berechnung eines Schatzwertes der Korrelationsfunktion

Gegeben sind die Zahlenfolgen der Lange N zweier diskreter Zufallsprozesse
X|[k] und YIk] fir k=0,...,N—1

Gesucht ist ein Schatzwert der Kreuzkorrelationsfunktion
pay|k] = E{X |k + ] - Y[k[}

Berechnung der unnormierten Korrelationskoeffizienten

N—k-1
X > Xlk+k|-Y[k] fire>0
Coylk] = ¢ k=0
Cyz|— K] flirk <0

Frage: Wie sind diese Koeffizienten zu normieren, um einen Schdtzwert $|k] zu erhalten?



Biased vs. Unbiased Schatzwert der Korrelationsfunktion |

Naheliegender Ansatz der Normierung

1 1 N—k—1

Gl = % Enlel = > Xlkw] - VIK
k=0

Problematik: Durch Verschiebung des Uberlappungsbereiches in Abhdngigkeit von x

k=3 5 N—k—-1-10—-3—-1—6

Caylk = 3] = ZXk—I—?)

Damit passt die Normierung 1/N nicht zur Uberlappungsbreite und ¢*[«] besitzt einen Bias




Biased vs. Unbiased Schatzwert der Korrelationsfunktion Il

Verbesserung zu einem unbiased Schatzwert: Normierung mit tatsachlicher Uberlappungsbreite

PuylK] = N+ CaylK] = Z Xk + k] - Y[k

x| \ﬁ\
Anmkerung:

— Dieser Schatzwert vermeidet den systematischen Schatzfehler

— Allerdings steigt der Schatzfehler am Rand der Korrelationsfunktion, d.h. fir || — N

unbiased biased

—200 —100 0 100 200 —200 —100 0 100 200
1 /\ /\

0 . . ! :

—6 —4 -2 0 2 4 6  —6 —4 -2 0 2 4 6
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