Numerische
Integrationsverfahren



Einfuhrung

Beispiel: Differentialgleichung 1. Ordnung
Betrachtung des Einschwingvorganges eines RC-Gliedes

— Kondensator ist zum Zeitpunkt ¢t = 0 entladen

— SchlielRen des Schalters zum Zeitpunktt = 0

R =100
——o o—{ +——

U0:1Vl <> C =20mF ::luo(t)

Differentialgleichung: Uy = RC - uc(t) + uc(t) mituc(0) =0

Gesucht: Numerische Losungswerte zu den Zeitpunktent = 0, 1.5, 3.0, ... (konstante Schrittweite T' = 1.5)



Analytische Losung der Differntialgleichung

uc(t) = Up (1—6_%> =1V. (
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Blockschaltbild der Differentialgleichung
- Umformung der Differentialgleichung

uo(t) = o= - (Uo —uc(t)  uc(0)=0

- Ubertragung in ein Blockschaltbild

i (t) uc (t)
UO"@_—’% Ct> / c(t

Initial condition:

uc (O) =0

- Aufbau des Blockschaltbildes immer mit Integrations-Block: Differentiation ist numerisch nicht stabil!



Losung der Differentialgleichung
Numerische Losungsverfahren:

— Einschrittverfahren

— Mehrschrittverfahren
Hier: Behandlung der Einschrittverfahren

— Euler-Verfahren

— Heun-Verfahren

Einschrankung: Konstante Schrittweite T



Euler-Verfahren

|dee des Euler-Verfahrens: Lineare Extrapolation des Signalverlaufes im Abtastintervall

Vorteile:

- Einfachstes Verfahren zur numerischen Losung von Differentialgleichungen

- Hohe Recheneffizienz bei gegebenem Abtastzeitintervall
Nachteile:

- Trade-off zwischen Genauigkeit und Lange des Abtastintvervalls

- Anwendung des Euler-Verfahrens fuhrt leicht zu instabilen Systemen



Euler-Verfahren - Anfangszustand

uc(0) =0V

- Anfangswertbedingung: uc(t = 0s) = 0V

- Steigung der Kondensatorspannung: u¢(t = 0s) =
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Euler-Verfahren - 1. Update

Integrationsschritt mittels Euler-Verfahren:

v
uc(t =1.58) =uc(t =0s) +uc(t=0s)- T=0V+0.5—-15s=0.75V
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Euler-Verfahren - 1. Update: Berechnung des neuen Zustandes

1V 0.25V

o (1.5s) = 0.125V /s / uc(1.58) = 0.75V
-

- Aktuelle Kondensatorspannung: uc(t = 1.58) = 0.75V

- Steigung der Kondensatorspannung: uc(t = 1.5s) = o- - (1IV — 0.75V) = 0.1257
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Euler-Verfahren - 2. Update
Integrationsschritt mittels Euler-Verfahren:

v
uc(t = 3s) = ueg(t = 1.5s) + dc(t = 1.5s) - T = 0.75V + 0.125— - 1.5s ~ 0.94V
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Euler-Verfahren - 2. Update: Berechnung des neuen Zustandes

4o (3s) = 0.03V/s R / uc(3s) = 0.94V

— Aktuelle Kondensatorspannung: uc(t = 3s) = 0.94V

- Steigung der Kondensatorspannung: ¢.c(t = 3s) = & - (1V — 0.94V) = 0.03¥
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Euler-Verfahren - 3. Update
Integrationsschritt mittels Euler-Verfahren:

v
uc(t =4.58) = uc(t = 3s) + uc(t =3s) - T = 0.94V + 0.03— - 1.5s =~ 0.99V
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Losung der Differentialgleichung mit dem Euler-Verfahren
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Analyse der Abweichung zwischen Euler-Verfahren und analytischer Losung

Steigung der Losungskurve verandert sich zwischent =0sundt =1.5s

U.3
<
”
”
”
PR
0.6 - ”
PR
”
”
”
PR
”
10.4- 2
+ -
e -~
S ”
”
”
PR
0.2 A 7
~
”
”
”
”
PR
0.0 1 ,)I’ | | |
0.0 0.5 1.0 1.5

t —



Verbesserungsmoglichkeit: Verkleinerung der Schrittweite (7" = 0.5 )
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Verbesserungsmoglichkeit: Verkleinerung der Schrittweite (7" = 0.2 s)
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Heun-Verfahren

Weitere Verbesserungsmoglichkeit zur Schatzung der Steigung

Berechneter Punkt bei ¢t = 1.5 s hat niedrigere Steigung: Ldsst sich diese berticksichtigen?
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Heun-Verfahren
1. Berechnung der Steigung im aktuellen Punkt
tc(t = 08) = troggep - (IV—0V) = 0.5

2. Berechnung eines Pradiktorpunktes mittels des Euler-Verfahrens

ucp(t =1.5s) =uc(t =0s) +uc(t =0s)-T =0V +0.5¥ - 1.55 = 0.75V

3. Berechnung der Steigung im Pradiktorpunkt

uop(t =15s) = 5= - (IV—0.75V) = 0.125

4. Berechnung des ersten Updates

uc(t _ 158) _ uc(t _ OS) + ’L'Lc(tZOS)+1:2LC7P(t:1.5S) T = OV + 0.5V/S+§.125V/S . ]..5S ~ 047V




Losung der Differentialgleichung mit dem Heun Verfahren: 1. Update

- Préadiktorpunkt mittels Euler-Verfahren: ucp(t = 1.55) = 0V + 0.5 - 1.5s = 0.75V

- Steigung im Pradiktorpunkt: 4o p(t = 1.55) = 2= - (1V — 0.75V) = 0.125%

- Update-Schritt: ug(t = 1.5s8) = 0V + 0'5V/S+§'125V/S +1.5s5 ~ 0.47V
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Losung der Differentialgleichung mit dem Heun Verfahren: 2. Update

- Pradiktorpunkt mittels Euler-Verfahren: ucp(t = 3s) = 0.47V +0.27% - 1.5s = 0.87V

- Steigung im Pradiktorpunkt: 4o p(t = 3s) = 5= - (1V — 0.87V) = 0.066 ¥

- Update-Schritt: uc (t = 3s) = 0.47V + 22VEE00VE 4 54 072V
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Losung der Differentialgleichung mit dem Heun Verfahren: 3. Update

- Pradiktorpunkt mittels Euler-Verfahren: ug,p(t = 4.55) = 0.72V + 0.14% - 1.5s = 0.93V

- Steigung im Pradiktorpunkt: ¢ p(t = 4.5s) = £ - (1V — 0.93V) = 0.035Y

- Update-Schritt: uc (t = 3s) = 0.72V + LAVEL000VE 4 54 .85V
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Vergleich von Euler- und Heun-Verfahren bei einer Schrittweite von T' = 1.5s
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Vergleich von Euler- und Heun-Verfahren gegeniiber der analytischen Losung

Bei diesem Beispiel: Heun-Verfahren T' = 1s hat gleichen Fehler wie Euler-Verfahren bei halber Komplexitat

Euler — Heun

0.12 0.25 0.50 1.00 2.00 4.00



Interpretation von Euler- und Heun-
Verfahren

Berechnung des Integrals Uber eine Funktion f(x)

I(z) = I(zo) + / £(6)de

flz) | / I(z)

Initial cohdition:
I(zo)

Im folgenden wird der Anfangswert zu Null gesetzt

I(zo) =0



Numerische Integration mittels Euler-Verfahren

Berechnung des ersten Update-Schrittes bei Schrittweite Az mit Euler-Verfahren

zo+Azx

I+ Ac) = [ (€€~ flan) - Aa

A
150 =
I(xq + Ax)
00 - \\\ /

50 = \

».

Das Euler-Verfahren entschpricht der Naherung der Integration mittels Rechtecken.



Interpretation des Heun-Verfahrens

Berechnung des ersten Update-Schrittes bei Schrittweite Ax mit Heun-Verfahren

I(zg + Az) = / f(6)d€ ~ %(f(a:o) + f(zo + Ay)) - Az

A
150 =
I(xq + Ax) .]
] /

50 = \

0= T - — >

T
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Das Heun-Verfahren entspricht der Nadherung der Integration mittels Trapezen.
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