Anwendung der Fourier-
Reihenentwicklung bel
Komplexer
Wechselstromrechnung



Grenzen der komplexen
Wechselstromrechnung

Beschreibung eines Cosinus-formigen Signals mit Kreisfrequenz wy mittels komplexen Spitzenwertzeiger
z(t) = X cos(wot + ¥o) = X = Xel*

Ricktransformation in den Zeitbereich
2(t) = Re{X -} = o - (X oM 4 X" e )

Anwendung in der Komplexen Wechselstromrechnung flir Strom und Spannung

Wichtig: Anwendung nur moglich fur Sinus-formige Signale



Periodische Signale - Sinus
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Weitere Periodische Signale
Erweiterung der Komplexen Wechselstromrechung fur weitere periodische Signale

— Rechtecksignal
— Dreiecksignal

- Sagezahnsignal
Signale werden charakterisiert durch

- Periodendauer T

- Fundamentalkreisfrequenz wy = 2

- Fundamentalfrequenz f, = % = o



Periodische Signale - Rechteck
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Periodische Signale - Dreieck
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Periodische Signale - Sagezahn
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Fourier-Reihenentwicklung

Jedes Periodische Signal lasst sich als unendliche Reiche von Sinus- und Cosinus-Funktion beschreiben

(0]

2
z(t) = 204 Z(an cos(nwgt) + b, sin(nwgt)) mit Periodendauer T = il
2 1 W
Die Koeffizienten der einzelnen Summanden lassen sich ermitteln durch
T T/2
2 2 2
n = / z(t) - cos(nwy - t) dt = T /:c(t) -cos(nwy - t) dt = T / z(t) - cos(nwy - t) dt
Perioden— 0 —T/2

dauer

T/2

/x(t) -sin(nwy - t) dt = % / z(t) - sin(nwy - t) dt

—T/2

b, = % / z(t) - sin(nwy - t) dt =

Perioden—
dauer

N| o



Fourier-Reihe in Amplituden- und Phasendarstellung

Umrechnen der Fourier-Reihe in eine Amplituden- und Phasendarstellung

a > _ X > .
z(t) = EO + Z (ay, cos(nwgt) + by, sin(nwgt)) = 70 + Z X, cos(nwot + r)
n=1 n=1

mit

(— arctan(b, /a,) fir a, >0
—arctan(b,/a,) + 7 flira, <0Ab, <0
— arctan(b,/a,) — 7 fira, <0Ab, >0
| —7/2 fir a, =0

X, = Va2 + b2 und (o = — arctan ) (bn, an) = <

Berechnung der Fourierkoeffizienten a,, und b,, aus Amplitude X’n und Phase ¢,
a, = Xn cos(¢,)

by, = — X, sin(ey)



Fourier-Reihe mit komplexen Koeffizienten

Anwendung der Euler'schen Formel auf die Amplituden- und Phasendarstellung

Xy XA Xy XX, /. |
z(t) = 70 + ZXn cos(nwot + @) = 70 + Z 5 (ej(”‘”"t“"”) + e_J(”“’OH‘P”)) =
n=1 n=1
%, (X % o
N 70 2 (2 AR -eJ”"’Ot> = D ™
n=1 n=—00
mit
% . el¥n firn >0
Q —_—

X s .
5t e Y= flirn <0

Berechnung von Amplitude X,, und Phase ¢,, aus dem komplexen Koeffizienten X,

A

on = arg{c,}



Zusammenhang zwischen reellen und komplexen Fourier-Koeffizienten

Definition der komplexen Fourier-Koeffizienten

%-ejg’" firn >0

I
I

h . e_jgo—n

5 firn <0

Daraus ergeben sich die Symmetrieeigenschaften
X_n — Xn und SO—n — _SOTL

Damit folgt flir die komplexen Fourier-Koeffizienten

% . el¥n fuirn >0 % cos(pn) +7j - % sin(y,)
o — =
B in ce 39 fiirn <0 X2” cos(p-p) +J- X2n sin(p-)
1. (a,—jb,) fiirn>0
— 1 (an+jb,) fiirn<o0

firn >0

firn <0



Berechnung der komplexen Fourier-Koeffizienten aus der Zeitfunktion

Zusammenhang zwischen komplexen und reellen Fourier-Koeffizienten

(an —jbn) firmn >0

O
I
N =

(an +jby) firn <0

N[

Aus dieser Definition folgt die Symmetrie der reelen Fourier-Koeffizientena_,, = a, undb_,, = b,

Somit lassen sich die komplexen Fourier-Koeffizienten direkt berechnen

1 2 . 2 :
‘=5 |7 / z(t) - cos(nwy - t) dt —j - T / z(t) - sin(nwy - t) dt | =

Perioden— Perioden—
dauer dauer

/ 2(t) - (cos(nwp - £) — - sin(nuwp - 1)) dt:% / 2(t) - ot dt

Perioden— Perioden—
dauer dauer

1
T



Anwendung der Fourier-Reihenentwicklung bei komplexer Wechselstromrechnung

Idee: Anwendung des Uberlagerungsverfahrens
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g: §'_ S-
= +
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< = —_ o 3
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2 ® 1 % S ~— S
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Analyse der Teilnetzwerke mit komplexer Wechselstromrechnung und Uberlagerung der jeweiligen Ergebnisse
Berechnung des komplexen Spitzenwertzeigers der n-ten Frequenz aus Fourier-Koeffizienten

X :an_jbn:)z'ewn:z'gn

n

Entsprechend ergibt sich flir Effektivwertzeiger

A

x a, —jb, X

Doeffn — — 'ej(pn:\/i'cn
i \/5 \/5 (52




Zusammenfassung - Umrechnen der Koeffizienten

Reele Form Amplituden-Phasen-Form Komplexe Form Spitzenwertzeiger

an an X, cos(n) 2 - Re{c,} Re{X,}

by by, — X, sin(gn) —2-Im{c, } —Im{X, }

X, VaZ + b2 X, 2+ |c,| X,

Pn arctany) (bn, an) Pn arg{c, } arg{X, }

%(an_jbn) n=>0 %°ej% n=0
C, ¢, 5 X,
1(a_p+jbp) n<O % |
Xn an — an Xn ) ej<,0n 2. Xn X’n




Zusammenfassung - Berechnung der Fourier-Koeffizienten

Reele Fourier-Koeffizienten

an = / z(t) - cos(nwy - t) dt

Perioden—

dauer
2

b, = T / z(t) - sin(nwp - t) dt

Perioden—
dauer

Komplexe Fourier-Koeffizienten

1 .
¢ = 7 / z(t) - ™00 dt

Perioden—
dauer



Berechnung der Fourier-Koeffizienten
verschiedener Signalformen

Analyse der Standard-Signale

- Rechtecksignal
— Dreiecksignal

— Sagezahnsignal



Beispiel: Rechtecksignal

X
/I\
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&l
X
—3T _oT T 0 T oT
t —
0 fallsngerade
a, =0 fir n=0,...,00 und b,=4 ,% ne fur n=1, ...
=2 fallsnungerade

% —0 und % — 0 fallsngerade 4 T 1
o "l ¥X£  fallsnungerade Hna en =y e

n

B 0 fallsn gerade
€n = —j- 2% fallsnungerade

e ey
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Beispiel: Dreieck-Signal

<
/I\
= 07
g
X
—37 _oT T 0 T oT
t —
0 fallsn gerade
a, = o% ne fur n=0,..., 00 und b,=0 fir n=1, ..., ©
<5 fallsnungerade
. . 0 fallsngerade
Xo=0 d X, = : d ¢,=0 fir =1, ...,
0 o { B fallsnungerade e v " >
0 fallsngerade
¢, = AX fir n= — 00, , OO

n27;2 fallsn ungerade



Beispiel: Sagezahn-Signal

X 1
t /
— 01

2T —T 0 T oT 3T
t —
2. X
a,=0 fir n=0,...,00 und b,=(-1)"V. 2= fir n=1, ..., x
nmw
. . 2.X
Xo=0 und X,=—— und gonzz-(Zn—l—l) fir n=1, ..., ©
nmw 2
=0 und ¢,=j-(-1)"-— fir n=—-00, ..., 00 An#0
nmw



Endliche Fourier-Reihe am Beispiel des Rechtecksignals

In der Praxis lasst sich lediglich die endliche Fourier-Reihe ermitteln aus insgesamt N Summanden

4.X N sin (nwt)

s n

n=1
n ungerade

z(t) =

Die endliche Fourier-Reihe beschreibt eine Naherung des periodischen Signals
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Gibb'sche Phanomen

Uberschwinger bei nicht-stetigem Signalverlauf
Amplitude der Uberschwinger ca. 10% der Signalamplitude

Uberschwinger bleiben bei endlicher Fourier-Reihe (d.h. N < co) immer bestehen

N =20

T T/ 0 T/2



Gibb'sche Phanomen beim Rechtecksignal

N=1 N=3 N=5
< (\’V\ a4
"
= Y |
= A \/V\}
N=3%§ N =20 N =100
"
0 ]
T
T -T2 0 T/2 T -T  —T) 0 /2 T -T  —T) 0 T/2 T



Kein Gibb'sches Phanomen beim stetigen Dreiecksignal

N =28 N =20 N =100

T T)2 0 T/2 T -T  —T) 0 T/2 T -T  —T) 0 T/2



Gibb'sche Phanomen beim Sagezahnsignal

N =28 N =20 N =100

T T)2 0 T/2 T -T  —T) 0 T/2 T -T  —T) 0 T/2



Frequenzbereich

Darstellung der Fourier-Koeffizienten uber einer Frequenzachse

Darstellung der Fourier-Koeffizienten als Linienspektrum Utber einer Frequenz-Achse w an Positionen n - w

Linienspektrum der drei Varianten an Fourier-Koeffizienten besteht immer jeweils aus zwei Grofden

- cos- und sin-Koeffizienten a,, und b,,
- Amplituden- und Phasen-Koeffizienten X,, und ¢,

- Real- und Imaginarteil bzw. Betrag und Phase der komplexen Koeffizienten ¢,

T Fourier-Koeffizient

—5w0 —4w0 —30.)0 —2w0 —Wy 0 W 2w0 3w0 4(.4}0 5w0




Beispiel: Rechteck im Frequenzbereich mit cos- und sin-Koeffizienten

T X-
6000000000000
T X-

0 olototof.

W 2w0 3(,00 4(,00 5(4}0 6&}0 7000 8(,00 9w0 10(,«}0
Ww =Nn-wy —

)



Beispiel: Rechteck im Frequenzbereich mit Amplituden- und Phasen-Koeffizienten

0  wo 2w 3wy Adwy Swy 6wy Twy  Swy 9wy 10wy



Beispiel: Rechteck mit komplexen Koeffizienten in Betrag und Phase

i
io_*..'.'.r.‘.‘.r.'.'..._
T
gO*I'I'I'I'I'I'I'I'I'I*

—1Ow0 —SIWO —6Iw0 —4I(,UQ —QIQJQ (I) 26:}0 4(:00 6(:00 8(:00 10I(,<JQ
w =Nn-wy —



Analyse verschiedener periodischer Signale im Frequenzbereich

Zeitsignal
Rechteck

Zeitsignal

() Fourier-Reihe

[7) Harmonische

X(t) -

Amplitude: 1
|

Frequenz [Hz]: 200
|

Anzahl der Harmonischen: 10

Offset: 0

Phase [rad]: 0

Sinus/Cosinus

Amplitude/Phase

Komplex (real/imag) Komplex (abs/phase)

L 4

[ ]

L 4

*
L 3
[ ]
L 4
[ ]
L 4
[ ]
L 4

L 4

2

L 4
L 4
L 4
L 4




Anwendungsbeispiel: Tiefpassfilterung

Gegeben: Rechteck-formige Spannungsquelle mit Frequenz wy an einer Tiefpass Schaltung

N u(?) R

u(t)i () C —— |uc(t)

v

Gesucht: Kondensatorspannung uc (t)
Vorgehen:
Anwendung der komplexen Wechselstromrechnung fiir alle Sinus-formigen Bestandteile von u(t)

Berechnung des Zeigers der Kondensatorspannung flir die jeweiligen Frequenzen

1

Uo=U-Hlw) mit Hw) == "7p

w = wyp, 3wp, dwWp, - .-



Tiefpass-Filterung einer rechteckformigen Spannungsquelle

[H(w)| =

I
— O
o O

[H(w)| =

annonnt
T 0
EE = 1-
= =
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Demo: Tiefpassfilterung verschiedener periodischer Signale

ug(t)

@) Lineare Frequenzachse
O Logarithmische Frequenzachse

@ Linearer Betragsfrequenzgang
O Logarithmischer Betragsfrequenzgang

Zeitsignal Widerstand
R=1.00kQ Cosinus 1kQ v
Fudamentale Kreisfrequenz [rad/s]: 500 Kondensator
10pF v
TR Phasen-Offset [rad]: 0
=1 |
S) =
oc—|T
— =T 3
1l
@}
uq(t) uc(t)
1, B
T
S o f
E
5]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t[ms] = t[ms] —
1.0 4 1
T
= 0.5 ]
0.0
n
T I 1
S o
jo)}
& _n] ]
2
- | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 50000 1000 2000 3000 4000 5000
w [rad/s] — w [rad/s] —
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