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Analyse deterministischer Signale im Frequenzbereich

Schaltvorgang an passiven elektrischem Netzwerk

Aufgabe: Ermittlung der Spannung u(t) nach SchlieRen des Schalters S beit =0

s Rl in(t) L
e

5o i —

t=20

o = fu

Vorgehen: Aufstellen und Losen der Differentialgleichung (DGL)

L%%'L(t) = uc(t) — Ry -ir(t)
€ 5yue®) =in) —in (0 =ia(t) -

Problematik: Losen der DGL meist sehr aufwandig
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Laplace-Transformation

Transformation von Zeitsignalen in den Laplace-Bereich mit komplexer Frequenz s = o + jw

400

U(s) = L{u(t)} = / u(t) - et dt

—00
Rucktransformation in den Zeitbereich

o+joo

u(t) = LHU(s)} = ZL / U(s)-e*ds

)
o—joo

Wichtige Korrespondenzen

Zeitbereich Laplace-Bereich

5(t) 1

e(t) 1/s

d
dt
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Transformation in Laplace-Bereich

R1 8L2

U(s) = % l() % R, le(s)

Vorteil: DGL wird in algebraische Gleichung Uberflhrt

(BatsL)/sC. i
Ry+sL+1/sC 2
U2(3) - U(S) ° 2 . _—
(RatsL)/sC
Ri+ piriise tsh
U(s) e
p— 8 .
s? - RLC +s-(CR1Ry + L) + R1 + Ry
R

= U(s)- R.LC mit s, = Cafetl JC?RR; — 4CLR? — 2CLR\R, + L?

(s + s1)(s + s2) 2CLR, 2CLR,
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Rucktransformation in den Zeitbereich

Abhangig von der Lage der Pole lasst sich die Laplace-Transformierte der gesuchten Grofie wieder in den
Zeitbereich transformieren

Schwingungsfall, d.h. Im{s1 2} # 0 bzw. s; 2 = o £ jw:

Ry 1 —e
CLRl O'2 + w2

: (cos(wt) + g sin(wt))

us(t) = ¢e(t)-U
Aperiodischer Grenzfall, d.h. Fiir s; = s = o

R2 1— (1 + ta)e_t”
CLRl 0'2

Kriechfall, d.h.Im{s; o} = 0 aber Re{s;} # Re{s2}:

Ry 1| spe it — ge7!
t — t . U ° :
U2( ) 5( ) CLR, (3132 + 8132(31 - 32)

us(t) =¢€(t)-U
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Beschreibung des Systems mittels Ubertragungsfunktion

R, sLy
O { { O

U(s) l % R, l ¥ (s)

: | -

Laplace Transformation zur Systembeschreibung mittels Ubertragungsfunktion

R
Y(S) R1I2/C

CRiR, + L | VC?2R?R} — ACLR? — 2CLR,R, + L2

H
(s) 2CLR, 2CLR,

TUG) T (shs)sts) M 127

Ubertragungsfunktion beschreibt nur Systemverhalten

Berechnung des Ausgangssignals Y (s) bei beliebigen Eingangssignal U(s)
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Allgemeiner Aufbau einer Ubertragungsfunktion

Allgemein lasst sich Ubertragungsfunktion darstellen als Division zweier Polynome

bosY +b1sV T+ bosN 24+ .+ by_15+ by
aopsN + a8V +asN 24+ ... +an_1s+an

H(s) =

Darstellung der Ubertragungsfunktion in Direkt-Form-I|

> y(t)
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Beschreibung eines Systems im Zustandsraum

Alternative Beschreibung des Systems im Zustandsraum

s-X(s)=A-X(s)+B-U(s)

Y(s)=C-X(s)+D-U(s)

> D
X(s)
U(s) o » B + > / *
A le—

> Y(s)
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Pol-Nullstellen-Diagramm
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Bode-Diagramm

o —

.
g
3 —50
=
S 100
=
.
=l
I
ob
<
10 10? 103
wlrad/s] —

Copyright by Prof. Dr. Christian Siegl

10



Analyse deterministischer Signale im Frequenzbereich

Ortskurve
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Impulsantwort

80
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Sprungantwort
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Fourier-Transformation
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Komplexe Wechselstromrechung

Analyse eines elektrischen Netzwerkes mit sinusformiger Quelle

R, IR, (t) L 1L (t)
— —» —>
] I

u(t) = U sin(wt) l() c —— l wo(t) R D l s (2)

Beschreibung von Spannungen und Stromen als komplexe Zeiger bei der Transformationsfrequenz w

u(t) = Im{U - ej“’t} = U= % (Effektivwertzeiger)
(Re+jwlL) /jwC
U,—U- RytjwL+1/jwC R, _
- - Rs+jwlL)/jwC : T
Ry + }(22+juJ;L+)1/]]jwc Ry +jwl

(R:1 + Ry — CLR w?) sin (wt) — w (CR Ry + L) cos (wt)

uy(t) = Im{U, - '} =U - R, -
2(t) {U, } 2 w? (CR1Ry + L) + (R1 + Ry — CLR1w?)’
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Fourier-Reihenentwicklung periodischer Signale

Analyse eines elektrischen Netzwerkes mit beliebigen periodischen Quellen (Periodendauer T')

u(t) l

Ry

iR, (t) L

—
? I

c —— l uo(t)

ir(t)
—

Ry

l s (8)

Zerlegung des Signals in unendliche Reihe aus Sinus-Funktionen (Fundamentale Kreisfrequenz w =

400
’U,(t) _ Z Qn . et

n=—oo

U

+T/2

T / u(t) - e ™ dt

~T/2

Anwendung der Idee der komplexen Wechselstromrechnung fiir jede diskrete Frequenz n - w

27

T

)
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Linienspektrum

Darstellung der Fourier-Koeffizienten in einem Linienspektrum

1.0 == —
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0.5 1 |
0 + 0.4
= 0.0 =
= 0.0 Z@ 0.2 1
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t— w—

Wichtiger Zusammenhang;:

Periodisches Signal <= diskretes Spektrum
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Fourier-Transformation allgemeiner Signale

Definition einer Fourier-Transformierten allgemeiner (d.h. auch nicht-periodischer) Signale

U(w) = Flu(t)} = / u(t) - e dt u(t):}'_l{U(w)}:% / U(w) - ' dw

Wichtiger Zusammenhang:

Nicht-periodisches Signal <= kontinuierliches Spektrum
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1 0.8 ;
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Leistungs- und Energie-Signale

Signal u(t) ist ein

- Energiesignal, falls

+o00

/ w?(t)dt = E < oo

- Leistungssignal, falls

+T

1
0< lim —— /u2(t)dt:P<oo

T—oo 2T
-T

Energiesignale

Leisungssignale

S~——
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Fourier-Transformation von Systemen

Analyse des Frequenzverhaltens von Systemen mittels der Fourier-Transformation der Impulsantwort h(t)

H(jw) = F{h(t)} = L{h(t)}

s=jw

Fourier-Transformation entspricht Auswertung der Laplace-Transformation auf der imaginaren Achse

20logo(|H(s)}]) —
201logyo(|H (jw)}) —

arg{ H(s)}
arg{H (jw)} —

jw —

Copyright by Prof. Dr. Christian Siegl



Analyse deterministischer Signale im Frequenzbereich

z-Transformation
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Abtastung von Zeitsignalen

Abtastung eines Zeitsignals zu diskreten Zeitpunkten mit Abtastzeit 7
Ergebnis ist diskrete Zahlenfolge mit Zeitindex k
ulk] = u(k - T) mit keZ
Diskrete Signalwerte u(k - Ty) entsprechen Multiplikation mit Delta-Impuls-Kamm

u(t) =u(t) - Y 8(t— uTy)

p=—00

12
10 1
T 9]
= 67
=
0 T 2T, 3T AT, o1y 675 e 8T5 9T, 1075
t—

Copyright by Prof. Dr. Christian Siegl 22



Analyse deterministischer Signale im Frequenzbereich

Abtastthemorem

Multiplikation mit Delta-Impuls-Kamm im Zeitbereich entspricht Faltung mit im Frequenzbereich

Vermeidung der Uberlappung der Spektren (Alaising) durch geeignete Wahl der Abtastfrequenz

1 WB
s = — > 2 « —
f T 27

R N R —

Ufw)— F{oot—nTY)} —» Uw)—

i

ERVERVERVERY

T
w —
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Discrete Time Fourier Transform

Berechnung des periodischen Spektrums mittels Fourier Transformation auf diskreter Zahlenfolge

Bezeichnung der Transformation auf englisch: Discrete Time Fourier Transform

+00

+m
U(Q) =DTFT{ulk]} = >  ulkle ** bzw. u[k] =DTFT {U(Q)} = 21 / U(Q)e*d0
T

k=—o0 —TT
+
S
Y

—|47r —SW —|27r - 0 s 2I7r 3m 4
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Beschreibung von Signalen und Systemen in z-Bereich

” [ k] zeitdiskretes

LTI-System > ylk]

Beschreibung des Verhaltens eines abgetasteten Systems durch Differenzengleichung

ylk] = aio (anu[k—n] —Zan-y[k—n]>

n=0
Transformation in z-Bereich mitz € @

U(z) = Z{ulk]} = Z ulk]z™" und wulk] = Z7HU(2)} L

k=—o00

]{U(z)zk_ldz

:2—7.(-j

Beschreibung der Verzdégerung eines Zeitschrittes in Differenzengleichung mittels Multiplikation mit 2™}

Y(a)= (U<z> bt Y)Y an )
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Ubertragungsfunktion im z-Bereich

Beschreibung einer Ubertragungsfunktion bei zeitdiskreten Systemen mittels z-Transformierter

H(z) o Y(Z) o bNZ_N + bN_lz_(N_l) + bN_zz_(N_2) + ...+ blz_l + b()
T U(2) anz N+ay 127V 4ay o2~ WV-2 4 +az7 1 +aq

bozY + b2V 4 b2V 2 .+ by_12+ by
apzN + a2Vt 4 a2V 2+ ... +ay_12+an

Blockschaltbild der Ubertraungsfunktion in Direkt-Form-I|
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Zustandsraumdarstellung zeitdiskreter Systeme

Beschreibung des Systems im Zustandsraum im z-Bereich und im Zeitbereich

z-X(z) =A-X(2)+B-U(2) x[k+1] = A -x[k] + B - U[k]
bzw.
Y(z) =C-X(2)+D-U(z) ylk] = C - x[k] + D - U[k]
> D
x[k + 1] x k]
ulk] . » B 2z ! * » C
A le—
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Analyse von zeitdiskreten Systemen mittels Pol-Nullstellen-Diagramm

Hier: Butterworth-Tiefpass-Filter H(z) 2. Ordnung

1.0 1 POty
///’ \\\
’ \\
0.5 1 // \\
[I X \
! / \
——
o 0.0+ ® |
E ! !
\ X ]
—0.51 \ ’
\ /
\ Jid
\\ 7,
So ’,/
~1.01 R
—-1.5 =10 —=0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Re{z} —
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Zusammenhang zwischen z-Transformation und Discrete Time Fourier Transform

Auswertung der z-Transformierten auf dem Einheitskreis entspricht DTFT

H(e) = H(z = &) = DTFT{h[k]} = Z{h[k]}

z:ejﬂ
/]\
= T
N —
~— :
= &
£ =
S——
20
<
/]\
—~
VS
3
N
=
—
o0
—
<
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Diskrete Fourier-Transformation
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Vergleich der Transformationen

Laplace-
Transformation

z-Transformation

[lt

2 = %

kontinuierliches
Spektrum

Fourier-
Transformation

periodische

Signale
_—

periodische
Signale

diskretes
Spektrum

Fourier-
Reihen-Entwicklung

?77?
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Vergleich aller Varianten der Fourier-Transformation

kontinuierliche Zeitachse diskrete Zeitachse
o @ Fourier- OTET
S 2 Transformation
= O
= ©
O N
2 9 o SR
*g = U(w) = / u(t) - e dt UuQ) = Z ulk] - e I
< — 0 k=—o00
Fourier- Diskrete Fourier-
o Reihen-Entwicklung Transformation (DFT)
P
N periodisch in T’ periodisch in K
5 O©
T &
o +T/2
L 1 ) K-1 .
Un, = T / u(t) - e 2T | Uln| = Z ulk] - e J2mmk/ K
T2 k=0
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Berechung eines diskreten Spektrums aus einer diskreten Zahlenfolge

Discrete Fourier Transform (DFT)
K-1 LK1
X[n| = kz_o z k| W}ék bzw. zlk] = = RZ:O X|n] - W};nk mit Wi — e %

z[k] = sin(107k/K) mit K = 20 = 64

1_
)
= 0
—1 A
32
=
=
0_
T
~ T ]
= 2
< 0
——
g
g 2
_7'(' T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
k.n —

Copyright by Prof. Dr. Christian Siegl

33



Analyse deterministischer Signale im Frequenzbereich

Schnelle Fourier Transformation

Komplexitdt zur Berechnung der DFT betragt O(K?)
Ausnutzung eines divide-and-conquer Ansatzes fuhrt zur Idee der Fast-Fourier-Transform (FFT)

Reduktion der Komplexitat mittels FFT auf O(K - log(K))

DFT und FFT sind identisch. DFT bezeichnet den Algorithmus, wohingegen FFT die einzig sinnvolle

Implementierung darstellt.
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