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Signalschatzung

Schatzung eines verzerrten und gestorten Signals

Originalsignal

s(t)

— >

LTl System mit
zusatzlicher Stérung

Beobachtetes
Signal

z(t)

Schatzwert des

Originalsignals

Anwendungsgebiete:

—

Rekonstruktionsfilter
H(jw)

y(t)
—P

— Messtechnik: Verzerrung und Rauschen sollen aus dem gemessenen Signal entfernt werden.

- Signallbertraung: Urspringliches Sendesignal ist aus Empfangssignal zu schatzen.

- Signalspeicherung: Zur Speicherung eines Signals muss dieses auf Medium angepasst; aus dem

gespeicherten Signal muss urspringliches Signal rekonstruiert werden.
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Signalschatzung

Rekonstruktionsfilter zur Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers

Aufgabe: Finden eines geeigneten Rekonstruktionsfilters
Optimierungskriterium: Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers (Fehlerleistung)

Rekonstruktionsfehler: e(t) = y(t) — s(t)

E{le(t)"} = E{|y(t) - s(t)]} — min
Fehlerleistung ergibt sich aus Integral Uber dem Leistungsdichtespektrum

+o00

E{je(t)|?} = / B, (w)duw

—0o0

Somit wird Fehlerleistung minimiert wenn Leistungsdichtespektrum des Fehlers minimal ist
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Signalschatzung

Minimierung des Leistungsdichtespektrums des Fehlers |

Fur das Leistungsdichtespektrum des Fehlers ergibt sich

DPee = Py — Pys — Py + P
(Abhangigkeit von der Kreisfrequenz w wird der Einfachheit halber weggelassen)
Weiter ergibt sich

Do = Bop|H — By H — B, H + @,
Das LTI-System H, das ®.. minimiert lasst sich durch Differntation mit H ermitteln.
Da H im Allgemeinen komplex ist, d.h. H = |H |e'?

&, = O, |H|? — &,,|H|? — &, |Hle 7 + &,
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Signalschatzung

Minimierung des Leistungsdichtespektrums des Fehlers Il

Getrennte Betrachtung der Differentation nach Betrag | H| und Phase ¢

d®., . . .
aH| 2| H|®yp — Bps€!” — By ? = 2|H| @y, — 2Re{P,se/"} =0
Re{®,:e?}
= H| =
|H| .
dd,, , L y . y
i = —j|H|®, + j|H|®, e =0 =X P .00 = P* e

=  Im{®xe?’}=0 = ¢ = —arg{®,,}
Damit ergibt sich flir den Betrag des Rekonstruktionsfilters

Re{®,,0}  Ref|®y[eltmel®) g

[H| =
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Signalschatzung

Wiener Filter

Aus der Minimierung des Leistungsdichtespektrums ergibt sich eine allgemeine Beschreibung des
Rekonstruktionsfilters

H = |H| Lol — |Pas| .o Jarg{®es} (I)_;S
rxr @.’B,’E
Das resultierende Rekonstruktionsfilter wird auch als Wiener Filter bezeichnet
Pr,(w) Psr(w)
®,.(w) - D, (w)
Als zeitdiskrete Implementierung ergibt sich flir das Wiener Filter
D..(Q)  D..(Q)

H(jw) =

H(") =
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Signalschatzung

Beispiel: Signalubertragung uber einen gestorten Kanal

Ubertragung des Signals s(t) Gber den Kanal G(jw) mit additivem weiften Rauschen n(t) (unkorreliert zu s(t)).

Sendesignal n(t)  Empfangssignal Rgl;?]r;s;[;?giiZ?s
s(t) v(t) z(t) y(t)
—»  G(jw) + » H(jw) >

Da n(t) von s(t) und somit auch von v(t) unkorrelliert ist folgt

oo (W) = (W) + Pon(w) = Bus(w) - |G(W) [ + Ppn(w)
Fur das Kreuzleistungsdichtespektrum zwischen Sende- und Empfangssignal ergibt sich

Do (W) - G(jw) = Bua(w) = Py (W) = Bus(w) - G(jw) - G7(jw) = Pe(w) = y(w) - G (jw)
Damit ergibt sich der Entwurf des Wiener-Filters zu

Pop(w) Ps(w) - G*(jw)

H(jw) = B, (w) By ()]G + Bm(w)
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Signalschatzung

Einschrankungen bei der Anwendung des Wiener-Filters
Probleme bei der Anwendung des Wiener-Filters

- Optimale Filtereigenschaften nur bei unendlich langer Beobachtungsdauer
— Filterausgang erst nach Abklingen aller Einschwingvorgange optimal

- Eingangsprozesse mussen stationar sein
Verallgemeinerung zum Kalman-Filter

- Losung des Optimalfilterproblems fur endliche Beobachtungsdauern
- Anwendung auch fur zeitvariante Systeme

— Hier: Kalman-Filter fiir zeitdiskrete Systeme (groRte Bedeutung fur praktische Implementierungen)

Copyright by Prof. Dr. Christian Siegl



Signalschatzung

Beispiel: Redundante Strommessung |

Betrachtet wird die redundante Messung eines Stromes x durch zwei verrauschte Messwandler

Zz

— |

Y1 Y2

Die verrauschten Messsignale ergeben sich zu
Yy =T+ mn
Y2 = T+ Ny

Das additive Rauschen ist mittelwertfrei und unkorrelliert (und damit orthogonal).
E{n:} = E{ny} =0 E{ni} =0, E{n3} =0, E{niny} =0

Gesucht: Schatzwert des Stromes &
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Signalschatzung

Beispiel: Redundante Strommessung Il

Optimierung des Schatzwertes zur Minimierung des mittleren quadratischen Schatzfehlers
Schatzfehlerre =2 — «
Optimierungskriterium:
E{le/*} — min
Ansatz zur Schatzung:
L=k -y1+k Yo
Bedingung: erwartungstreue Schatzung, d.h. E{z} = E{z}
E{z} =E{k; - (x+n1) + k- (x+n9)} = (k1 + k2) - E{z} = E{z}
Damit gilt fUr die Skalierungsfaktoren:

ko =1—Fk
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Signalschatzung

Beispiel: Redundante Strommessung ll|

Damit ergibt sich flir den mittleren quadratischen Fehler

E{|e|2} = E{(:% — :c)z} — E{(k1 cy1 + (1 — k1) - yo — w)Q} =
_E{(’ﬁ‘(w+n1)+(1—k1)‘($+n2)—$)2} :E{(kl-n1+<1—k1>-n2)2} -

= E{k% . ’I’L% + (]. — k1)2 . ’I’L% — 2]{3%(1 — kl)nlnz} = k%O'rzh + (]. — k1)20'2

Optimierung des mittleren quadratischen Fehler Giber den Faktor k;

0
o BAIel} = 2hi%, +2(1— k) - (<1) - 02, = 2k (02, +02,) — 203, £ 0

Damit ergibt sich fur die Skalierungsfaktoren

o2 o2

Uz n1
b= 5 o und k=5
0-77,1 + O-’I’LQ O-’I’Ll + O-nQ
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Kalman Filter
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Signalschatzung

Anwendung des Kalman-Filters
Einsatzgebiete des Kalman-Filters

- Signalfilterung zur Unterdriickung von Messrauschen (z.B. im GPS-Empfanger zur Positionsbestimmung)
- Zustandsschatzung zur Anwendung in der Regelungstechnik

- Signal-Pradiktion
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Signalschatzung

Systemmodell |

Zustandsraummodell des betrachteten zeitdiskreten und zeitvarianten Systems

zlk] —» GIk|

ulk] —»| B[] D—>p 1

x|k]

Alk]

- u|k]: Vektor der beobachtbaren Eingangssignale

— z|k]: Vektor der nicht-beobachtbaren Eingangssignale (Systemrauschen)

- n[k]: additives Messrauschen
- y[k]: Vektor des verrauschten Ausgangssignals

- x|k|: Zustandsvektor

Cl[k]

n[k]

y (k] y (K]
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Signalschatzung

Systemmodell I

Zustandsdifferenzengleichung
x|k + 1] = Alk| - x[k] + BIk| - ulk] + G[k] - z[k]

Rauschprozesse (System- und Messrauschen) werden als Zufallsprozesse modelliert
0oz, k| = O|K] * Zo[k]
Pnn|k, k| = d[K] * Nolk]

Beide Rauschprozesse sind
- mittelwertfrei

— weild (zeitlich versetzte Samples sind paarweise unkorreliert)

— im Allgemeinen instationar (Autokorrelationsmatrix ist zeitabhangig)
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Signalschatzung

Verwendung eines Parallelmodells als Beobachter |

z[k] —» G[K] n[k]é

5 [H] LR
ulk] —+—» BJk] »g? > ! » Clk]| 4>6v9

Alk] |e—
__________________________________________________________________________________ yikl |
K[k] B
x[k] y[k]
L »{ B[] >€? S » C[k| —
N [H
. [k] |« >
Kalman-Filter
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Signalschatzung

Verwendung eines Parallelmodells als Beobachter li
Verwendete Signale im Kalman-Filter

- u|k]: Vektor der beobachtbaren Eingangssignale
- y[k]: gemessenes Ausgangssignal des Systems
- X|k|: geschatzte Zustande

- y[k]: geschatztes Ausgangssignal des Systems

Schatzfehler der Zustande
elk| = x[k] — x[k]
Ziel des Filterentwurfes:
Bestimmung der Korrekturmatrix K (Kalman-Gain) damit mittlere quadratische Schatzfehler e minimiert wird

E{|e[k]|*} — min
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Signalschatzung

Berechnung des Kalman-Gains |

Beschreibung des Fehlers mit Hilfe der Fehlerkorrelationsmatrix

Flk] = E{e[k]e"[k]}

- Autokorrelationsterme (mittlere quadratische Fehler) befinden sich auf der Hauptdiagonalen

- Kreuzkorrelationsterme befinden sich auf Nebendiagonalen

Zur Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers muss Summe der Hauptdiagonalelemente von F k]
minimiert werden

trace{F[k|} — min

Da sich Korrekturmatrix K [k| erst im Abtastpunkt k& + 1 auf Schatzfehler auswirkt muss folgende Bedingung
gelten

K] trace{F|k + 1]} =0
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Signalschatzung

Berechnung des Kalman-Gains lI

Aus Griinden der Einfachkeit wird hier die mogliche Zeitvarianz des Systems (Matrizen A, B, C und G)
nicht weiter berticksichtig, was zu keinerlei Einschrankungen der Ergebnisse fihrt.

Der Vektor des Schatzfehlers der Zustande ergibt sich aus
elk + 1] = X[k + 1] — x[k + 1] = Ax[k] + Bulk] + K[k](y[k] — ¥[k]) — Ax[k] — Bulk] — Gz[k| =
= Aelk] + K[k|(Cx[k] + n[k] — Cx[k]) — Gz[k] = Ae[k] — K[k|Ce[k] + K[k|n[k] — Gz[k] =
= (A — K[k]C)e[k] + K[k|n[k| — Gz[k]
Daraus ergibt sich flr die Fehlerkorrelationsmatrix (e[k|, n[k] und z[k] paarweise orthogonal)
Flk+1 =E{e[k+1]-e'[k+1]} =

—B{((A ~ K[K|C)e[k] + K[k|n[k] — Galk]) - (e"[k](A - K[K|C)" + n"[k]K"[k] - z"[|G") } =

— (A~ K[K|C)F[k](A - K[k|C)" + KKNoK"[k] + GZ,G" =
— AF[k]AT — K[k]CF[k]AT — AF[k]CTK" k] + K[k|CF[k|]CTK"[k] + K[k|NK[k] + GZoG”
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Signalschatzung

Berechnung des Kalman-Gains lll
Fur allgemeine Matrizen A und X gilt

0 AT 0 ™ __ T
a—Xtrace{XA} = A" und a—Xtrace{XAX }=X(A+A")

Damit [asst sich die Optimierungsbedinung auswerten

IKk] trace{F |k + 1]} =

=0 — AF[k]C" — AF[k]C" + K[k](CF[k]CT + CF[k]C") + K[k](Ny + Nj) + 0 =
— —2AF[k]CT + 2K [k|CF[k]CT + 2K [k]N, = 0
Aufgeldst nach dem optimalen Korrektur-Faktor ergibt sich
K[k] = AF[k]CT - R '[k] mit R[k] = Ny + CF[k]C*
Die Fehlerkorrelationsmatrix des nachsten Abtastschrittes ergibt sich nun zu

Flk +1] = AF[k]A"T — K[k|]RK"[k] + GZ,G"
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Signalschatzung

Implementierung des Kalman-Filters (ohne Innovationsterm)

~

1. Messung des Ausgangssignals y [k] und Berechnung des geschatzten Ausgangssignals y[k] = Cx[k]

2. Berechnung der Korrelationsmatrix und des Kalman-Gains
R[k] = No[k] + CF[k]CT und KJk] = AF[k|CTR [k
3. Update des Schatzwertes der Zustande flir den nachsten Zeitschritt
%[k + 1] = Ax[k] + Bulk] + K[k] (y[k] — §[k])
4. Update der Fehlerkorrelationsmatrix im nachsten Zeitschritt

Flk +1] = AF[k]AT — K[k]RK [k] + GZ,G"

Anfangszustand wird iblicherweise zu Null gesetzt, d.h. F[0] = 0 (Einschwingvorgang)
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Signalschatzung

Beispiel: Zeitdiskretes Kalman-Filter 1. Ordnung (ohne Innovationsterm) |

Gegeben ist folgendes System mit ¢, [k] = 2d[k] und ., = d[k].

Erweiterung um Kalman-Filter (ohne Innovationsterm)

x| (K]
z[k] —» 0.2 21 >6YL) »y
09 |&——
| Kalman-Fiter ~~ —— 4
: KIk] B
glk]
é—» 21 . >
09 |&———
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Signalschatzung

Beispiel: Zeitdiskretes Kalman-Filter 1. Ordnung (ohne Innovationsterm) Il

Wie berechnet sich der Kalman-Gain in einem Abtastschritt
rlk] = No+1-flk]-1=1+ f[k]

1 0.9 flk]
1+ flk] 1+ f[K]

K[k = 0.9 flk] - 1

0.81 - fk]
1+ flK]
Berechnung des Kalman-Gains bis k = 3 (Anfangszustand K[k] = 0)

flk+1]=0.9-fk]- 0.9 — K[k] - r[k] - K[k] +0.2-2-0.2 = +0.08

k 0 1 2 3 e 00
r[k] 1 1.08 1.14 1.179 . 1.233
K[k] 0 0.0667 0.11 0.137 .. 0.17
FIK] 0 0.08 0.14 0.179 .. 0.233

Copyright by Prof. Dr. Christian Siegl

23



Signalschatzung

Eigenschaften des Kalman-Filters

- Einschwingvorgang des Kalman-Gains uber die ersten Abtastschritte
— Fir LTI-Systeme mit stationdarem Mess- und Systemrauschen ergibt sich stationarer Endwert
- In diesem Fall entspricht Kalman-Filter dem Wiener-Filter

Im Beispiel lasst sich der stationare Endwert (limy, ., f|k] = f) der Fehlerleistung berechnen

081 f
1+ fe

Damit ergibt sich folgende quadratische Gleichung (negative Losung ist irrelevant)

Foo +0.08

~ —0.11++/0.112+4-0.08

F2 40.11f,, — 0.08 =0 = Foo 5

= 0.233

Daraus ergibt sich fur den stationaren Endwert des Kalman-Gains

0.9 fo
lim K[k| = Ky = /

=0.1
k— o0 1+ fso 0.17
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Signalschatzung

Verbesserung der Filter-Strategie um Innovationsterm

Bisher: Schatzwert der Zustande wurde aus vergangenen (verrauschten) Messwerten berechnet
Akuteller Messwert wurde nicht einbezogen
Verbesserung der Schatzung zu einem a-posteriori Schatzwert durch sogenannten Innovationsterm
%t (k) = &[] + MIK] - (y[k] - §[k])
Analog zur vorherigen Herleitung berechnet sich die optimale Gewichtungsmatrix
M[k] = F[k]C'R ' [K]
Als Zusammenhang zwischen den Gewichtungen K |k| und M k]| gilt

K([k] = AM[k]
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Signalschatzung

Kalman-Filter mit Innovationsterm

. Reales System
2l —»| GH
: x|k
. ulk] —+—> B[K] —»@—» 21 » Clk]
Alk] —
X[k]
——» Bk 21 Clk]
%" [K]
Alk] |e— Mk
———» Clk]
Kalman-Filter

a0

&
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Signalschatzung

Implementierung des Kalman-Filters (mit Innovationsterm)

~

1. Messung des Ausgangssignals y [k] und Berechnung des geschatzten Ausgangssignals y[k] = Cx[k]

2. Berechnung der Korrelationsmatrix und der Gewichtungsmatrix
R[k] = No[k] + CF[k]CT und Mlk] = F[k|CTR[k]
3. Update des a-posteriori Schatzwertes der Zustande
%" [k] = %[k] + M[K] (y[k] — §[k])
4. Update der Fehlerkorrelationsmatrix im nachsten Zeitschritt

Flk +1] = AF[k]AT — AM[E|RM"[k]AT + GZ,GT

Anfangszustand wird iblicherweise zu Null gesetzt, d.h. F[0] = 0 (Einschwingvorgang)
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Signalschatzung

Beispiel: Zeitdiskretes Kalman-Filter 1. Ordnung (mit Innovationsterm) |

Gegeben ist folgendes System mit ¢, [x] = 20[k] und ., = J[k].

Erweiterung um Kalman-Filter mit Innovationsterm

n[k]
z (k| (K]
zlk] —» 0.2 PH—» 2! >(—|v3 »y
09 |&——
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Signalschatzung

Beispiel: Zeitdiskretes Kalman-Filter 1. Ordnung (mit Innovationsterm) Il

Allgemeine Berechnung des Gewichtungsfaktors M [k]

r[k] = No+1- flk] -1 =1+ f[k

_ 1 flA]
MIF = FE Y T = 1 7
) R A 081 £

Berechnung des Gewichtungsfaktors M k] bis k = 3 (Anfangszustand M k] = 0)

k 0 1 2 3 00
r[k] 1 1.08 1.14 1.179 1.233
M k] 0 0.074 0.123 0.152 0.189
flk] 0 0.08 0.14 0.179 0.233
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Signalschatzung

Beispiel: Zeitdiskretes Kalman-Filter 1. Ordnung (mit Innovationsterm) I

Bestimmung der Ubertragungsfunktion des stationaren Kalman-Filters

£k + 1] = 0.9 (&[K] + Moo (y[k] — 2[K])) = 0.9 (1 — Mo) - 2[K] + 0.9 - Moy[k]

Ax Bk
g [k] = 2[k] + Mo - (y[k] — 2[k]) = (1 — M) - 2[k] + Mg - ylk]
Ck Dx

Koeffizienten der Ubertragungsfunktion
Ak =09-(1 - M,)=0.73
Bx =09 -M, =0.17
Ck =1— M, =0.811
Dx = M, = 0.189
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