Informationsgehalt von Zufallssignhalen



Informationsgehalt von Zufallssignalen

Diskrete gedachtnislose Informationsquelle

Gegeben sei eine Informationsquelle, die zu diskreten Zeitpunkten i € Z Symbole X; abgibt.
Jedes Symbol stammt aus Symbolvorrat mit M, unterschiedlichen Symbolen

Xi€eZ={x, x2, ..., xp, }

Die a-priori Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Symbole sind bekannt und andern sich nicht tGiber die Zeit

P(XiZXk)Zpk k=1Mx
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Shannon'sche Informationsmaf |

Definition des Informationsgewinns I5(x;) durch Beobachtung eines Symbols x;

Anforderungen an das Informationsmal3:

1. Is(xx) € IRund Is(x;) > 0

2. Is(xx) = f(P(X; = xz))

3. Fuir Symbolsequenzen (x, , Xk, , X, - - . » Xk, ) aus einer gedachtnislosen Quelle muss gelten

N
Is (X s Xy s Xt o v s Xiy ) = ZIS(xkn)
n=1

Aus 2. und 3. folgt sofort

N

N
FUTLPCG =5 | = 2f (PO = i)
n=1

n=1
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Shannon'sche InformationsmaR Il

Nur die Logarithmusfunktion erfillt diese drei Bedingungen

Is(xp) = —log, (P(X; = xt)) = —ld(P(X; = x)) = —1d(px) [1s (xx)] = bit
Basis des Logarithmus kann beliebig gewahlt werden
Gebrauchliche Wahl ist die Basis 2, womit sich die Einheit bit (binary digit) ergibt

Die Einheit des Informationsmalies ist von der Bezeichnung Bit eines bindren Symbols zu unterscheiden:

~- fur Bit sind nur natirliche Zahlen sinnvoll (z.B. 16 Bit Mikroprozessor)

- Informationsgewinn kann auch eine positive reelle Zahl sein kann (z.B. 1.23bit)

Shannon'sche Informationsmaf3 entspricht logarithmischer Beschreibung von Wahrscheinlichkeiten
Informationsgehalt einzelner Symbole uninteressant

Interessant: Mittlerer Informationsgehalt der Quelle
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Mittlerer Informationsgehalt - Entropie

M bit
HX) =E{Is(x)} = — ;pk - 1d(pe) [HE)] = Symbol

Beispiel 1: Bindre Quelle (M, =2)mitPX =0)=PX =1) = 1/2

HX) = l1d(l) l1d(l>—l+l—1 bit
2 \2 2 \2/) 2 2 " |[Symbol

Beispiel 2: Bindre Quelle (M, =2) mit P(X = 0)1/4und PX =1)=1-P(X =0) =3/4

bit
H(X)=—11d<l) —éld<§> ~ 054031 =081 |2
4 4 - - Symbol

Fiir diskrete und gedachtnislose Quellen gilt

0 < H(X) < 1d(M,)
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Entropie binarer Quellen
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Entropie gekoppelter Quellen |

Tu for wockiows —

quelle = A

£
=0

L. [or waoacHious —
Qu&L(Q

Verbundentropie: Mittlere Informationsgewinn bei der Beobachtung beider Quellen

M. M .
A bit

HX,Y) ==Y Y PX =x., Y = y)ld(PX = x, Yoy)  [HX, V)] =
k=1 [=1

FUr unabhangige Quellen (d.h. P(X,Y) = P(X) - P(Y)) gilt

Symbolpaar

H(X,Y) = HX) + H(Y)
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Entropie gekoppelter Quellen Il

Entropie von X falls ein konkretes Symbol y; beobachtet wurde

M,
H(X|y) = = ), PX = x| = y)ld(P(X = x;[Y = y)
i=k

Bedingte Entropie

M Mx My

HX|Y)= Y P(Y =y) - HX|Y =y) == Y. Y PX = x, ¥ = y)Id(P(X = x| Y=y)
=1 k=1 [=1

Beobachtung eines zusatzlichen Symbols kann Unsicherheit beziigliche eines Zufallsexperimentes nie erhéhen

H(X) > H(X|Y)
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Wechselseitige Information

Welchen Informationsgewinn erhalt man beztiglich der einen Zufallsvariable durch Beobachtung der anderen?

8‘&6" (VRV} a

J ’

> g

X —— ggébé Lun

=1

I(X;Y) = HX) - HX|Y)
=HX)+HY)—-HX,Y)
Die Wechselseitige Information ist stets positiv: /(X;Y) > 0
Flr statistisch unabhangige Zufallsvariablen X und Y gilt: /(X; Y) = 0

Data Processing Theorem: Durch Informationsverarbeitung kann niemals Information gewonnen werden (meist
geht dabei Information verloren).
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Differentielle Entropie

Bisherige Betrachtung: Diskrete Zufallsvariablen

Definition der differentiellen Entropie fir kontinuierliche Zufallsvariablen
(6 0)
h(X) = - / Jx () - 1d(fx (x))dx

Differentielle Entropie ist kein interpretierbares Informationsmaf3
Allerdings lasst sich damit wechselseitige Information fur kontinuierliche Zufallsvariablen bestimmen
I(X;Y) = h(X)— h(X]|Y)
Folgerungen aus der Analyse von differentieller Entropie und wechselseitiger Information:
- Bei gegebener Varianz ist Gau3-verteilte Zufallsvariable die zufdlligste aller Zufallsvariablen

- Gauldverteiltes weil3es Rauschen ist Worst-Case-Modell fiir eine Stérung
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