
Informa�onsgehalt von Zufallssignalen

  



Diskrete gedächtnislose Informa�onsquelle

Gegeben sei eine Informa�onsquelle, die zu diskreten Zeitpunkten  Symbole  abgibt.

Jedes Symbol stammt aus Symbolvorrat mit  unterschiedlichen Symbolen

Die a-priori Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Symbole sind bekannt und ändern sich nicht über die Zeit

i ∈ 𝖹𝖹 Xi

Mx

∈ Ξ = { , , … , }Xi x1 x2 xMx

P( = ) = k = 1 …Xi xk pk Mx
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Shannon'sche Informa�onsmaß I

Defini�on des Informa�onsgewinns  durch Beobachtung eines Symbols 

Anforderungen an das Informa�onsmaß:

1.  und 

2. 

3. Für Symbolsequenzen  aus einer gedächtnislosen Quelle muss gelten

Aus 2. und 3. folgt sofort

( )IS xk xk

( ) ∈ 𝖨𝖱IS xk ( ) ≥ 0IS xk

( ) = f (P( = ))IS xk Xi xk

( , , , … , )xk1
xk2

xk3
xkN

( , , , … , ) = ( )IS xk1
xk2

xk3
xkN ∑

n=1

N

IS xkn

f ( P( = )) = f (P( = ))∏
n=1

N

Xn xin ∑
n=1

N

Xn xin
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Shannon'sche Informa�onsmaß II

Nur die Logarithmusfunk�on erfüllt diese drei Bedingungen

Basis des Logarithmus kann beliebig gewählt werden

Gebräuchliche Wahl ist die Basis , womit sich die Einheit bit (binary digit) ergibt

Die Einheit des Informa�onsmaßes ist von der Bezeichnung Bit eines binären Symbols zu unterscheiden:

für Bit sind nur natürliche Zahlen sinnvoll (z.B. 16 Bit Mikroprozessor)

Informa�onsgewinn kann auch eine posi�ve reelle Zahl sein kann (z.B. )

Shannon'sche Informa�onsmaß entspricht logarithmischer Beschreibung von Wahrscheinlichkeiten

Informa�onsgehalt einzelner Symbole uninteressant

Interessant: Mi�lerer Informa�onsgehalt der Quelle

( ) = − (P( = )) = −ld(P( = )) = −ld( ) [ ( )] = bitIS xk log2 Xi xk Xi xk pk IS xk

2

–

– 1.23bit
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Mi�lerer Informa�onsgehalt - Entropie

Beispiel 1: Binäre Quelle ( ) mit 

Beispiel 2: Binäre Quelle ( ) mit  und 

Für diskrete und gedächtnislose Quellen gilt

H(X) = E{ ( )} = − ⋅ ld( ) [H(X)] =IS xk ∑
k=1

Mx

pk pk

bit

Symbol

= 2Mx P(X = 0) = P(X = 1) = 1/2

H(X) = − ld( ) − ld( ) = + = 1 [ ]
1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

bit

Symbol

= 2Mx P(X = 0)1/4 P(X = 1) = 1 − P(X = 0) = 3/4

H(X) = − ld( ) − ld( ) ≈ 0.5 + 0.31 = 0.81 [ ]
1

4

1

4

3

4

3

4

bit

Symbol

0 ≤ H(X) ≤ ld( )Mx
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Entropie binärer Quellen
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Entropie gekoppelter Quellen I

Verbundentropie: Mi�lere Informa�onsgewinn bei der Beobachtung beider Quellen

Für unabhängige Quellen (d.h. ) gilt

H(X, Y) = − P(X = , Y = )ld(P(X = , )) [H(X, Y)] =∑
k=1

Mx

∑
l=1

My

xk yl xk Y=yl

bit

Symbolpaar

P(X, Y) = P(X) ⋅ P(Y)

H(X, Y) = H(X) + H(Y)
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Entropie gekoppelter Quellen II

Entropie von  falls ein konkretes Symbol  beobachtet wurde

Bedingte Entropie

Beobachtung eines zusätzlichen Symbols kann Unsicherheit bezügliche eines Zufallsexperimentes nie erhöhen

X yl

H(X| ) = − P(X = |Y = )ld(P(X = |Y = ))yl ∑
i=k

Mx

xk yl xk yl

H(X|Y) = P(Y = ) ⋅ H(X|Y = ) = − P(X = , Y = )ld(P(X = | ))∑
l=1

My

yl yl ∑
k=1

Mx

∑
l=1

My

xk yl xk Y=yl

H(X) ≥ H(X|Y)
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Wechselsei�ge Informa�on

Welchen Informa�onsgewinn erhält man bezüglich der einen Zufallsvariable durch Beobachtung der anderen?

Die Wechselsei�ge Informa�on ist stets posi�v: 

Für sta�s�sch unabhängige Zufallsvariablen  und  gilt: 

Data Processing Theorem: Durch Informa�onsverarbeitung kann niemals Informa�on gewonnen werden (meist
geht dabei Informa�on verloren).

I(X; Y) =

=

H(X) − H(X|Y)

H(X) + H(Y) − H(X, Y)

I(X; Y) ≥ 0

X Y I(X; Y) = 0
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Differen�elle Entropie

Bisherige Betrachtung: Diskrete Zufallsvariablen

Defini�on der differen�ellen Entropie für kon�nuierliche Zufallsvariablen

Differen�elle Entropie ist kein interpre�erbares Informa�onsmaß

Allerdings lässt sich damit wechselsei�ge Informa�on für kon�nuierliche Zufallsvariablen bes�mmen

Folgerungen aus der Analyse von differen�eller Entropie und wechselsei�ger Informa�on:

Bei gegebener Varianz ist Gauß-verteilte Zufallsvariable die zufälligste aller Zufallsvariablen

Gaußverteiltes weißes Rauschen ist Worst-Case-Modell für eine Störung

h(X) = − (x) ⋅ ld( (x))dx∫
−∞

∞

fX fX

I(X; Y) = h(X) − h(X|Y)

–

–
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